LE MAGAZINE DU PARCOURS MATHS 


XX x 


HD 7 


Dany-Jack Mercier 


Table des matières 


Introduction 


1 Orthogonalité dans l’espace 
1.1  Orthogonalité dans BR ed es dt US 
12: °Orthogonalité danse sas s 4 sum SE mers LIU he es à 
1.2.1  Droites orthogonales . ................... 
1.2.2  Droites et plans orthogonaux ............... 
1.2.3 Plans perpendiculaires . . ................. 
1:3 --APphCatIONS ss suis 4e bre cn dou in Aie ose ut 41e S 
1.3.1 Projection orthogonale sur un plan . ........... 
1.3.2 Théorème des trois perpendiculaires . . . .. . ..... 
1.3.3  Perpendiculaire commune ................. 
1.3.4  Tétraèdres trirectangles . . ................. 
1.3.5  Tétraèdres orthocentriques . . .............. 
LA (QUESTIONS: EEE ep par an An re Gr ep d ar De à 
120: ÉXÉTCICÉS. Gi pe PEN ee dE nes Aie a En de me Ne RAD: 
16 NANNEXES D 'ARS LLERSMU UES MS oro  dan so E 


2 Entraînement à l’écrit sur les polynômes 
2 Let de, es Subaru Eau ae ane Cent ae Re Brant 
2.2 Consignes pour les questions suivantes . . . . .. . .. ..... 
2:31 LOUESTONS. 5 8 8 4 ee En hs Re mis a a At mn md 
24" SOlUTIONSS 3508 nb ME tn grh & APE ar Loi à 


3 Entraînement à l’écrit f.b.s et coniques 
ES 2 LE RES EE RE D 
3.2 Deux problèmes de géométrie . .................. 
397 DOLULIONS: 6 ed EURE en IR EU Te nt en en es ner Mont 


TABLE DES MATIÈRES 


4 Exercices du printemps 


A. 
4.2 
4.3 
4.4 
4.5 


Sur l’orthogonalité . ...........,.,.,,..,,,... 
CNS pour que trois droites concourent .............. 
Un petit système sympa . ..................... 
Critère de définie positivité . ................... 


4.5.1 Définition du produit scalaire et du produit vectoriel . . 


5 Systèmes d'équations, d’inéquations 


9.1 


5.2 


Questiohsri se sc he 2 SU nu On où na DR Rat 
BA." Questions A4 25e de de RL NE Le Die de An A 
5:142" Questions B vs fans at am de ne na Rene 
5.123. ‘Questions C 2-54 2 aix Re NN É GPNR Gaia 
Simulation du 10 avril 2013 .................... 
5.2.1 Montrer les équivalences dans le pivot de Gauss . . . .. 
5.2.2 Une droite partage le plan en deux demi-plans . . . .. 
5.2.3 Optimiser un bénéfice ...........,........ 


59 
99 
61 
64 
65 
67 
68 


73 
73 


Introduction 5 


Introduction 


Cinq rubriques captivantes pour ce septième numéro du magazine, avec 
un compte rendu de la simulation d’oral du 10 avril 2013 sur les systèmes 
d'équations et d’inéquations. Il y a de quoi faire, donc promenez-vous sur ces 
chemins balisés… 

Ce numéro est peut-être le dernier de l’année 2012-13, aussi je vous souhaite 
de réussir vos concours proches en juin, qu’il s’agisse d’oraux ou d’écrits ! Et 
surtout n'oubliez jamais de garder le moral et d’exploiter à fond toutes vos 
connaissances. On en sait beaucoup, mais on n’exploite rarement tout ce que 
l’on peut tirer de nos neurones et de ce qu’elles ont préalablement digéré un 
jour ou l’autre. 


Bonne chance à tous! 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 18 avril 2013 


V[mag201213-07] v1.00 
© 2013, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Orthogonalité dans l’espace 


Je n’ai pas eu le temps de retravailler ce texte, mais vous le pro- 
pose tel quel pour compléter les remarques que nous avons faites 
pendant l'entraînement à l’oral 1 du lundi 11 mars 2013. Le temps 
presse. Voici donc quelques pistes possibles, à travailler et à beau- 
coup réadapter. 


Dans la suite, on suppose que l’on connaît le cours d’algèbre linéaire (es- 
paces vectoriels, sous-espaces vectoriels, équations de sous-espaces, sommes 
directes.) et les positions relatives des droites et des plans dans l’espace de 
dimension 3. On sait en particulier que, dans l’espace de dimension 3, deux 
plans parallèles sont disjoints ou confondus, et que deux plans non parallèles 
se coupent toujours suivant une droite. 

On rappelle qu’un produit scalaire sur un espace vectoriel É est une forme 
bilinéaire symétrique non dégénérée positive (ou ce qui revient au même : 
définie positive), et qu’un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel de 
dimension finie sur R muni d’un produit scalaire. 

Un espace affine euclidien est un espace affine dont la direction É est un 
espace vectoriel euclidien. 

Dans toute la suite, E représente un espace affine euclidien de dimension 3 
rapporté à un repère orthonormal (O, 4 . R), et Ë représente l’espace vec- 
toriel associé à E. Le produit scalaire de deux vecteurs w et v de pi est noté 


— — 
uU.UV. 


1.1 Orthogonalité dans E 


L’orthogonalité est une notion essentiellement vectorielle. Je commence donc 
par définir ce qu’on entend par « sous-espaces vectoriels orthogonaux ». Mais 
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commençons par le commencement : 


2 Je — — = — 

Définition 1.1 Deux vecteurs w et v sont orthogonaux si w.v = 0. On 
—  — 

note alors u Lv. 


Théorème 1.1 Si F est un sous-espace vectoriel de pe l’ensemble 


— — — 
Ft={weË/Vver %w.v—0} 
est un sous-espace vectoriel de FE. 


_— 
Preuve — F+ n’est pas vide (car il contient 0) et : 
— — 
w,veFlet\er = Vue (w+Av)uù= ww +Av.0 —=0 


_— 
> v+\veFlts 
Définition 1.2 F'+ est le sous-espace vectoriel orthogonal à F'. 
On démontre les propriétés suivantes : 


Théorème 1.2 Pour tout sous-espace vectoriel F de FE, 
— fr 
({) É=F@F1, 
G} Fe), 
(3) FcG es GcF1, 
4) (F+G)=FtnGte (FnG)}=FL+GL. 


—  — — 
Preuve — (1) Ona FN F+Z=1{0} puisque : 
—  — 
veFnFl > vu -=|[ul2=0 = %-0. 
— — 
Il ne reste plus qu’à montrer que dim F+ = 3 — dim F. On envisage trois cas 
possibles : 


- Si F ={0}, alors FL={0}L=E, 


- Si F = Vect (&) avec & = (a, B,7) non nul, 


— 


_— 
D =(x,y,2)e Ft e w.u =0 & ax+By+7yz=0 
et on reconnaît l'équation d’un plan vectoriel. 
_— 
- Si F = Vect(w, uw’) est un plan vectoriel engendré par deux vecteurs 
w me (a, B,7) et ie De (o/,8",Y), 


_ w.u =0 ax + By +72 = 0 
> L . + = 
D cr d { dz+By+yz=0 
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et on reconnaît les équations cartésiennes d’une droite vectorielle. Notons que 


: 2 > N °12 : 2 : 
l'indépendance de (w, uw’) entraîne la non nullité d’au moins un déterminant 


d'ordre 2 extrait de la matrice ( J 8 7 jo 


Dr 
— — 
-S F-<E, 
wi =0 : 
— 
w =(x,yrerte w.j =0 & wW=0 
re 
w.k =0 
puisque & = (W.4)t +(&.7)j +(W.K)K, et donc Et = {0}. 


— — 
(2) L’inclusion FC (F4) est triviale puisque : 
— — 
VavcF VueFt w.v=0. 
— — — — 
Comme dim(F+)1 = n— dim F1 = dim F, l'inclusion F € (F1)! est une 
égalité. 
e — — AL 2. ne a — ; 
(3) L’implication (FC G = GC F—) est évidente : si F € G et si 
— — 
w € G+., alors w est orthogonal à tout vecteur de G', donc a fortiori à tout 


_— 
vecteur de F' (puisque FC G). L’implication réciproque utilise laller et la 
relation (2) : 


A FA RL\l AlL\l R-A 
G-CcF (Free (Gr) FE CE 
(4) Voir la première question de l’Exercice 1.3 p. 28. m 


Remarque : Dans la preuve précédente, on à montré la somme directe 
E = F @ F+ en restant délibérément dans un espace de dimension 3 et en 
voulant reconnaître des équations de droites ou de plans vectoriels. 

Il existe d’autres façons de procéder, et l’on trouvera à la Section 1.6 deux 
démonstrations valables quand Æ est de dimension quelconque. 


Maintenant que nous savons ce qu’est l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel, 
nous pouvons définir : 


— — 
Définition 1.3 Deux sous-espaces vectoriels F' et G sont dits : 
- orthogonauzx si F € Gt, 
— — 
- perpendiculaires si FTCG, 


| _— = — — LL — 
- supplémentaires orthogonaux si F — G- (on note E = F & G). 
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F1G. 1.1 — Orthogonalité et perpendicularité 


> La FIG. 1.1 montre deux droites orthogonales (a) et deux plans perpendi- 
culaires (b). Le cas (c) est celui où la droite et le plan sont à la fois orthogonaux 
et perpendiculaires. Dans ce dernier cas, F et G sont supplémentaires ortho- 
gonaux, et ce n’est pas un hasard (voir Théorème 1.4). 


— — 

> La Définition 1.3 est bancale, car dire que « deux sous-espaces F' et G 
— 

sont orthogonaux » suppose que les rôles de F et G sont symétriques. Dans 

cette définition, on devrait donc dire que « F' est orthogonal à G si F € 

A di ë ,. . = RL 2 . N + il. , 

G-— ». En fait, l'inclusion F € G— équivaut à G € F'— en prenant l’ortho- 

gonal des deux côtés et en appliquant l’assertion (3) du Théorème 1.2. 

Il en est de même pour la perpendicularité de deux sous-espaces. 


> La symétrie de la relation d’orthogonalité est évidente quand on réalise 
que F'et G sont orthogonaux si et seulement si : 
— —} 
Vuer VveG %.v=0. 
Dans cette assertion, l’ordre des quantificateurs importe peu, donc l’ordre dans 
lequel on place les sous-espaces non plus! 


1.2. ORTHOGONALITÉ DANS E 1 


> Il est facile de voir que : 


Théorème 1.3 Deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux si et seulement 
si chacun des vecteurs d’une base de l’un est orthogonal à chacun des vecteurs 
d’une base de l’autre. 


.— _ : | ps AL : 
m Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, alors F = G- et il est 
facile de vérifier que les sous-espaces F' et G sont en somme directe (on parle 
— — 
alors de somme directe orthogonale). En effet, F' et G sont orthogonaux donc 
—  — — ne = = 
FNG={0},et dim F = dim G- = 3- dim G, donc : 
. gs . = . ee: 
dim F' + dimG = dimEÆ. 
. —} > L = ; 2: 
L'écriture E = F'@ Gest donc bien choisie. 


> On vérifie que : 


— — 
Théorème 1.4 Deux sous-espaces FE et G sont perpendiculaires et orthogo- 
naux si, et seulement si, ils sont supplémentaires orthogonaux. 


, A. , | — 1 "A0 — . 
Preuve — C’est une évidence puisque l’on a F € Get G— € F'siet 
— — 
seulement si F = G+.m 


— 
Les seuls espaces supplémentaires orthogonaux de Æ (de dimension 3) autres 


— 
que {0} et Æ sont donc des droites et leurs plans orthogonaux. Le cas (c) de 
la FIG. 1.1 est donc très significatif. 


1.2 Orthogonalité dans E 


Rappelons que nous travaillons toujours dans le cas où E est un espace affine 
euclidien de dimension 3. 
On étend la Définition 1.3 au cas des sous-espaces affines : 


Définition 1.4 Deus sous-espaces affines F et G sont orthogonaux (resp. 
perpendiculaires, supplémentaires orthogonaux) si leurs directions le 
sont. 


1.2.1 Droites orthogonales 


Théorème 1.5 Deux droites sont parallèles si et seulement si toute droite 
orthogonale à l’une est orthogonale à l’autre. 
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Preuve — e Première solution : Dire que D est parallèle à D’ signifie que 
D = D’. Dire que toute droite À orthogonale à D est orthogonale à D’ signifie 
que : 
AcCDI = AcD't 
— — 
autrement dit que D+ € D'+. Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que D 
et D’ ont la même dimension pour écrire : 


Des mien ape 


e Deuxième solution : Soient deux droites D = A+R% et D! = A'+Ru!. 
(=) Si A=B+Rv est orthogonale à D, alors w#.v — 0, donc w’.v = 0 
puisque & et w’ sont colinéaires. 

(=) Si P = A+ Vect (v, w) est un plan orthogonal à D, 


—_ — — 1 — 1 — 
uv = U.wU =0 = u.v = uw .wù = 0, 


— 


EE HS — — — — 
donc D'LP. De D1P et D'LP on déduit D = D' = P+et la droite D 
sera bien parallèle à D’. 


1.2.2 Droites et plans orthogonaux 


Lorsqu'il s’agit d’une droite et d’un plan, tout se confond : 


Théorème 1.6 Si D est une droite et P un plan, les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

i) D est orthogonale à P, 

ii) D est perpendiculaire à P, 

iii) D est le supplémentaire orthogonal de P. 


Preuve — Simple conséquence des Définitions 1.3 et 1.4, et du fait que 
dim D + dim P =3.m 


Le résultat suivant se voit bien sur une figure : 
Théorème 1.7 Une droite orthogonale à un plan coupe celui-ci en un point. 


Preuve — Première solution (on utilise ce que l’on sait des positions relatives 
des droites et des plans dans l’espace) — Une droite D orthogonale à un plan P 


4 . — — 1 
ne peut pas être faiblement parallèle à ce plan (sinon D € P = D-— entraîne 
— — 

D = {0 }, absurde), donc le coupera en un point. 
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Deuxième solution (preuve directe) — Si la droite D = À + D est orthogo- 


— > — L — —> + — 2 
nale au plan P = B+ P alors E=D&@ P. Notons AB = w + v l’unique 
décomposition de AB dans la somme directe £ = D& P.Ona 


a ——>  — 
MeDNP & AMEeDet BMEe P 
> —  — 
= AB=AM+MBEDe P 
—— _ ——> 
+ AM= ue MB = 
; ; Tnt _— 
= M unique et défini par AM = %. 


= > 
Réciproquement, si M est le point tel que AM = w, alors M € D, et l'égalité 
—> => x h _— _ — 
AB = AM + v entraîne MB = v € P donc M € P. Cela montre que M 
appartienne à D N P. On a démontré l’équivalence : 


—— = 
MEDNP & AM=u. 


Pour terminer, énonçons quelques propriétés utiles qui se démontrent toutes 
en utilisant les directions des droites et des plans qui interviennent, et en 
retournant aux définitions : 


Théorème 1.8 Une droite est orthogonale à un plan si et seulement si elle 
est orthogonale à deux droites non parallèles de ce plan. 


Théorème 1.9 

1) Si deux droites sont parallèles, tout plan orthogonal à l’une sera ortho- 
gonal à l’autre. 

1°) Si deux plans sont parallèles, toute droite orthogonale à l’un sera ortho- 
gonale à l’autre. 

2) Deux droites orthogonales à un même plan sont parallèles. 

2’) Deux plans orthogonaux à une même droite sont parallèles. 

3) Il existe une et une seule droite passant par un point donné et perpendi- 
culaire à un plan donné. 

3°) Il existe un et un seul plan passant par un point donné et perpendiculaire 
à une droite donnée. 


1.2.3 Plans perpendiculaires 


On sait que deux plans non parallèles se coupent suivant une droite. Comme 
deux plans ] perpendiculaires ne sont jamais parallèles (en effet, > avoir F— Q 
et Pic Q entraîne PL € P, d'où PL — { ni }, c’est-à-dire FE FE, ce qui 
est absurde), on peut énoncer : 
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Théorème 1.10 Deux plans perpendiculaires se coupent suivant une droite. 
Il est facile de démontrer le Théorème suivant : 


Théorème 1.11 Soient deux plans P et Q. Il y a équivalence entre : 

i) Pet Q sont perpendiculaires, 

ii) P contient une droite D orthogonale à Q, 

iii) Il existe une droite D de P et deux droites non parallèles A1 et A2 de Q 
telles que D soit orthogonale à A et A. 


Preuve —  {i) = ü)] PNQ est une droite d’après le Théorème 1.10, et 
— — — 

Q+C P.Si À désigne un point de PNQ, la droite D = À + Q+ est incluse 
dans P et orthogonale à Q. 


_— 
[üi) i)] Par hypothèse, D C P et Di = Q. L’inclusion D € P implique 
_— 
Re Di, ce qui entraîne P+ € Q et montre que P et Q sont perpendicu- 
laires. 


FIG. 1.2 — Caractériser deux plans perpendiculaires 


[i) = ii)] Si P et Q: sont perpendiculaires, alors Q+ ei P.SiAePn Q, 
toute droite D = À + Q+ passant par À et de direction Q+ sera orthogonale 
à toute droite de Q, donc en particulier à deux droites non parallèles A1 et A2 
de Q. 

[üi) = i)] Par hypothèse, D C P et D est orthogonale à A1 et A2. Tout 
vecteur de D sera donc orthogonal aux vecteurs de A; et A), donc aussi à 
toute combinaison Jinéaire de ces vecteurs. Autrement dit, tout vecteur de D 
sera orthogonal à A1 ® A2 = Q. Compte tenu des dimensions, cela signifie 
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TL > à 1. RL : . SR > 
que D— = Q. Comme D C P entraîne P+— € D—, on en déduit P+ € Q, 
c’est-à-dire la perpendicularité de P et Q. 1m 


Théorème 1.12 Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale 
à l’un sera faiblement parallèle à l’autre. Réciproquement, si l’une des droites 
orthogonales à un plan est faiblement parallèle à un autre plan, les deux plans 
sont perpendiculaires. 


Preuve — Soient D une droite et P, Q deux plans. Le sens direct provient 


de l’implication : 
P+ Œ Q >  _— 
sr nt SE O0: 
DEN 


La réciproque provient des implications : 


EE Se De 
— — — — = PrcQ.s 
DCQ DCQ 


1.3 Applications 


Certaines applications qui suivent sont extraites de certains de mes livres déjà 
publiés, mais je préfère les reproposer ici in extenso afin que le lecteur dispose 
d’une ensemble d’énoncés "self-contained". 


1.3.1 Projection orthogonale sur un plan 


L'existence de la somme directe E = P el P— donnée par le Théorème 1.2 
permet de définir la projection orthogonale sur un plan affine (ou sur une 
droite affine) ([4], Ch. 6). 


1.3.2 Théorème des trois perpendiculaires 


Théorème 1.13 De façon générale, notons pr la projection orthogonale sur 
un sous-espace affine F. Avec cette notation, si D est une droite incluse dans 
un plan P, alors pp © pp = pp. 


Preuve — Si M est un point quelconque de l’espace, posons H = pp (M) et 
K = pp(H) (FIG. 1.3). I s’agit de montrer que K = pp(M). Le résultat est 
évident si deux points parmi M, H, K sont confondus. 

Supposons donc que les points M, H, K sont distincts deux à deux. On sait 
déjà que K € D, de sorte qu’il ne reste plus qu'à prouver que (MK) est 
orthogonale à D. Pour cela, on remarque que : 
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- (MH) est orthogonale à P (car H = pp (M)), et que D est incluse dans P, 
donc que (MH) est orthogonale à D. 

- (HK) est orthogonale à D (puisque K = pp(H)). 
Le plan (MH K) contient deux droites non parallèles (MH) et (HK) orthogo- 
nales à D, donc sera orthogonal à D. Mais alors D est orthogonale à n’importe 
quelle droite du plan (MHK), et en particulier à (MK). 


FIG. 1.3 — Théorème des trois perpendiculaires 


Remarque — Ce théorème a déjà été proposé en application de la leçon 
de CAPES sur les droites et les plans de l’espace dans [5]. 


1.3.3 Perpendiculaire commune 


Dans l’espace affine de dimension 3, on dit souvent que deux droites sont per- 
pendiculaires si elles sont à la fois orthogonales et sécantes. C’est une façon 
de parler qui vient du fait que, historiquement et mentalement, les résultats 
concernant les droites et les plans de l’espace sont hérités des résultats concer- 
nant ces mêmes objets dans le plan. 

Deux droites de l’espace qui sont orthogonales et sécantes, seront perpendicu- 
laires dans le plan qu’elles forment, et c’est ce qui nous incite à continuer à 
dire qu’elles sont perpendiculaires. C’est aussi ce que l’on dit au lycée. 

Bref, le théorème suivant parle de perpendiculaire commune à deux droites, et 
cette dénomination doit être entendue comme un abus de langage commode. 
Voici : 


Théorème 1.14 (Théorème de la perpendiculaire commune) Il existe 
une et une seule perpendiculaire commune à deux droites non coplanaires. 


Preuve : Sur la FIG. 1.4 on a tracé deux droites D et D’ non coplanaires. 
> . — —  — — 
Soit À la droite orthogonale au plan P = Vect(D U D') = D @ D' engendré 
— — 
par D U D". 


1.3. APPLICATIONS ré 


e Analyse : Une perpendiculaire commune À à D et D' a pour direction la 

droite vectorielle À, et intercepte D et D’, donc est incluse dans le plan Ip 
contenant D et _de direction D & À, et dans le plan Il contenant D’ et de 
direction D'@ A. 
Si les plans [Th et [ln étaient parallèles, _les droites D D' et IN seraient 
coplanaires, et l’on pourrait écrire A «PE Œ D  D' — P, ce qui est 
absurde. Donc Il et [Ir ne sont pas parallèles et se coupent suivant une 
droite. Comme À C [Hp NI», on obtient À = IN II. 


e Synthèse : La droite À = In N Ilr- est de direction Fr N Te = À, 
donc est orthogonale à D et D’. Les droites À et D sont coplanaires (elles 
sont incluses dans Il) et orthogonales, donc se coupent en un point, donc 
sont perpendiculaires. On montre de même que À et D’ sont perpendiculaires. 
Finalement, la droite À = In N Ir est solution de notre problème, et c’est 
la seule. & 


FIG. 1.4 — Perpendiculaire commune 


Remarque — Ce théorème figure déjà en [4] &. 8.2.5 comme une application 
du produit vectoriel pour le calcul explicite de la distance entre deux droites 
de l’espace. Il est présenté ici sans aucune référence au produit vectoriel. Ce 
théorème a en outre été repris dans [5] pour la leçon de CAPES sur les droites 
et les plans de l’espace. 
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1.3.4 Tétraèdres trirectangles 


Définition 1.5 Un tétraèdre O ABC est trirectangle en O si ses arêtes d’ex- 
trémités O sont orthogonales deux à deux. 


Théorème 1.15 Si OABC est un tétraèdre trirectangle en O, 

1) Les arêtes opposées sont orthogonales, 

2) Le projeté orthogonal H de O sur la base ABC est l’orthocentre du 
triangle ABC, 

3) Le plan (OCH) est perpendiculaire à la droite (AB). 

4) Si K est l'intersection de (CH) et (AB) : 

1 1 1 1 1 1 1 
OK? OÆ OR ‘ OH OA OB OC 


5) On a Aipo = ASap + AôBc + Ada où ALMN désigne l’aire d’un 
triangle LM N. 


Preuve — 1) OA.BC = OÀ(BÔ+OC) = OÀ.BO+OÀ.OC = 0, donc (OA) 
est orthogonale à (BC). Les autres calculs sont du même tonneau. 


2) On a CH.AB = (CO + OH).AB = CO.AB + OH.AB = 0, et les deux 
autres égalités se montrent de la même façon. 


3) La droite (AB) est orthogonale à la fois à (OH) et à (CH), donc sera 
perpendiculaire au plan (OC AH). 


F1G. 1.5 — Tétraèdre trirectangle OABC 


4) (OK) est une droite du plan (OCH) qui est perpendiculaire à (AB), 
donc (OK) L (AB). Le triangle OAB est donc rectangle en © et K est le pied 
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de la hauteur de ce triangle issue de O. On dispose donc de toutes les formules 
classiques sur le triangle rectangle. Ici : 


1 1 1 1 1 1 
OK OZ OR  AKKB AKAB  KBAB 
+ AB=AREEE 


et l'égalité AB = AK + KB est vraie puisque le pied de la hauteur issue 
du sommet de l’angle droit d’un triangle rectangle appartient à l’hypoténuse. 
Cela montre la première relation. 

La droite (OK) est incluse dans le plan (O0 AB) qui est lui-même orthogonal 
à (OC), donc (OK) 1 (OC). Le triangle OCK est donc rectangle en O, et H 
est le pied de sa hauteur issue de O. En faisant comme ci-dessus, on obtient 


donc que : 
1 1 1 


OH? OK? OC? 
En utilisant la première formule, on obtient bien : 
RE | 1 " 1 
OH? OA OB? OC? 
5) Aago = ÊÈE, Aop = AE, Aopc = LE et Aoca = LCA, et 
il suffit d'utiliser deux fois le Théorème de Pythagore pour obtenir : 
4480 = AB°.CK°? = (O4? + OB°?) (OC* +OK?). 


Compte tenu de 4) : 
OA?.0B? 
>] 2 2 2 
see 08 60) (oc + 50m) 


— O4.0C? + OB?.0C? + OA°.OB? 
= 4 ca + Apec + 44048. M 
Signalons ce résultat remarquable : 


Théorème 1.16 Si OABC est un tétraèdre trirectangle en O, et si Q désigne 
le symétrique de O par rapport à l’isobarycentre G des sommets O, À, B,C, 
alors Q est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre OABC. 


| = ——> — —> 
Preuve — Il suffit de tout exprimer en fonction des vecteurs OÀ, OB et O 


qui sont orthogonaux entre eux deux à deux. 


oû = 1OÂ+ OB + O0) 
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donc : 

ON = 40G? = n (OA? + OB? + OC?) | 
Par ailleurs : 


AN = (04-0À) 


= -(0B+0OC-OÀY 
— (04° +OB° +00?) 


donc OQ = AQ. On montrerait de la même façon les égalités ON = BQ et 
ON = COQ. 


1.3.5 Tétraèdres orthocentriques 


Théorème 1.17 Soient 4 points À, B, C, D. Si deux des propriétés 
(1) (AB)L(CD), (2) (AC)L(BD), (3) (AD)1L(BC), 


sont vraies, il en est de même de la troisième. 


Preuve — On utilise l'identité AB.CD + AC.DB + AD.BC =(. = 


Remarque : Lorsque les points À, B, C, D sont coplanaires, l’identité pré- 
cédente permet de prouver que les trois hauteurs d’un triangle sont concou- 
rantes. 


Définition 1.6 Un tétraèdre ABC D est orthocentrique si ses arêtes oppo- 
sées sont orthogonales deux à deux. 


Théorème 1.18 Si ABC D est un tétraèdre orthocentrique, 

1) La projection orthogonale d’un sommet sur la base opposée coïncide avec 
l’orthocentre de cette base, 

2) Les hauteurs A1, Ap, Ac, AD du tétraèdre issues respectivement de À, 
B, C, D sont concourantes en un point H (appelé orthocentre du tétraèdre). 


Preuve — 1) Si 4’ désigne le projeté orthogonal du point À sur le plan (BCD) 
(FIG. 1.6), alors : 


—, — —> —=, — 
À BC = (DÀ+AÀ').BC 
— DÀBC +AÂ.BC 
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donc (DA) est orthogonale à (BC). On montrerait de même que (BÀ') est 
orthogonale à (CD), de sorte que 4’ appartienne à l'intersection de deux 
hauteurs du triangle BCD. 


2) Soient 4’, B', C’, D’ les pieds des hauteurs A4, AB, Ac, Ab sur les 
bases opposées. Soit B1 le pied de la hauteur issue de B du triangle BCD. 
La propriété 1) montre que BA'B; d’une part et AB'B1 d'autre part sont 
alignés. Les droites A4 = (A4') et Ag = (BB) sont donc coplanaires (elles 
appartiennent au plan (BB; A)) et ne sont pas parallèles (autrement les plans 
(BCD) et (AC D) seraient confondus), donc se coupent en un point A qui est 
l’orthocentre du triangle ABB:. Par suite H € A1N Ag. 


gen 


2 


L 


ce 


FIG. 1.6 — Tétraèdre orthocentrique 


Il ne reste plus qu’à vérifier que H appartient aussi à Ac et A5. Pour prouver 
que À € A6, on calcule par exemple : 


CH.BD = (CÀ + AH).BD = CÀ.BD + AH.BD =0 
— — _—> — —> ——> — — 
CH.AD = (CÈ + BH).AD = CB.AD + BH.AD = 0. 


1.4 Questions 


Question 1.1 Si Ë est un espace vectoriel, on définit en général ! l ae 
nal F1 d’une sous-espace vectoriel F de E, et l’on montre que F1 est un 
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_— 
sous-espace vectoriel. Que se passe-t-il si l’on remplace F° par une partie quel- 
conque À de E ? AT est-il bien défini ? Est-ce encore un sous-espace vectoriel ? 
L'équivalence (AC B & B+C At) est-elle encore vraie ? 


Réponse : On peut toujours définir l’orthogonal d’une partie À quelconque 
Le 1e D RS — — : 
de E en posant A7 = {w € E/Vuw € À w.wù = 0}. On obtient un sous- 
— — 
espace vectoriel de Æ puisque A+ n’est pas vide (il contient 0) et : 


W,vEATeeER = VueA (Wu +Av)® = 4.0 +Av.8 =0 
= w+Ave At. 


AT) est vraie : si 


Il est facile de voir que l'implication (A C B = Bt<c 
— — 
u.w —= 0 pour tout 


ui w = 0 pour tout w € B, et si À C B, à fortiori 
w € À, donc Bt € At. 

Par contre l’équivalence (A4 € B & B+ C AT) est fausse. Pour obtenir un 
contre-exemple, choisissons trois vecteurs non nuls «&, b, c’ tels que « et b 
sont colinéaires, et tels que le système (&, €) soit libre. Prenons À = { à, b} 
et B={à,cC}. Alors À Ç B et pourtant B+ C At puisque : 


LcAt & Vect(à 
& Vect(à 

_— 

m 


& Vect( 


y € Vect(a 0 je 
) C Vect(&, €) 
Vect(&, © 


— 
, C 
— 
nl b nl 
Le ) 
et que cette dernière inclusion est vraie. = 


Question 1.2 Dans F, la relation d’orthogonalité est-elle une relation d’équi- 
valence ? Et celle de perpendicularité ? 


Réponse : La relation d’orthogonalité n’est t pas symétrique dans l’ensemble 
des sous-espaces de F, puisque l’inclusion F C Fin ’est vraie que si l’on 
prend F = { ni }. En effet : 


—> —> 
MEeFcEt = vu =0 = w = 


Il en est de même de la relation de > perpendicularité : si F est perpendiculaire 
à lui-même, alors F FLCE donc FL = { D} et par conséquent PP 0e 
n’est donc pas le moment de parler de relation d'équivalence. = 


Question 1.3 Connaissez-vous des différences concernant certains résultats 
sur le parallélisme ou l’orthogonalité de deux droïtes suivant que l’on se place 
dans le plan ou dans l’espace ? Existe-t-il des différences ? 
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Réponse : Oui, la situation n’est pas la même suivant qu’on se place dans le 
plan ou dans l’espace. Il s’agit d'imaginer (ou de tracer) quelques figures pour 
voir ces différences. Par exemple : 


»> Deux droites d’un plan affine sont parallèles ou sécantes (suivant un sin- 
gleton). Ce n’est plus le cas dans l’espace où nous distinguons des droites 
parallèles (au sens strict ou au sens large), des droites sécantes (suivant un 
singleton) ET des "droites en positions générales" qui ne sont ni parallèles ni 
sécantes ! Ce cas n’existait pas en dimension 2. 


> Dans un plan affine, deux droites orthogonales sont perpendiculaires, et 
donc supplémentaires orthogonales. En particulier, elles sont sécantes. Cela de- 
vient faux dans l’espace de dimension 3 où deux droites peuvent être orthogo- 
nales, mais ne seront jamais perpendiculaires, et où deux droites orthogonales 
m'ont aucune raison de se couper! 


» Je pense aussi à un énoncé fétiche que l’on apprend très vite en géométrie 
plane, dès la classe de sixième : 


"Deux droites perpendiculaires à une même troisième sont parallèles." 
Cet énoncé devient caduque en dimension 3 où il est facile de dessiner deux 


droites orthogonales à une même troisième, mais qui ne sont pas parallèles. 
De même, l’implication suivante (qui intéresse des droites) : 


DTA 
D'1A = D//D' 
À EN 


est vraie en dimension 2, mais fausse eu dimension 3.5 


Question 1.4 Il arrive que l’on dise que deux droites de l’espace sont perpen- 
diculaires. À quel moment ? Expliquez. 


Réponse : Effectivement, en Lycée et Collège, on dit que deux droites de l’es- 
pace sont perpendiculaires si elles sont orthogonales et sécantes. C’est l’usage 
courant lorsqu'on étudie l’espace à partir de bases solides en matière de géo- 
métrie plane. 

En géométrie plane, on définit l’orthogonalité de deux droites du plan, et on 
parle indifféremment de droites orthogonales ou de droites perpendiculaires. Il 
n’y a aucun mal à cela puisque, dans le plan, deux droites sont orthogonales 
si et seulement si elles sont perpendiculaires. 

Pour passer de l’étude du plan à celle de l’espace, il est naturel de transposer 
les situations planes qui sont connues en des situations spatiales, et de conser- 
ver certaines façons de parler. Ainsi, lorsque deux droites sont coplanaires, on 
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peut les considérer comme des droites d’un même plan P, puis s'intéresser à 
leur orthogonalité dans ce plan P. On parle alors de droites orthogonales ou 
de droites perpendiculaires sans en faire un problème. Il s’agit d’un usage! 
Suivant cet usage, deux droites sont perpendiculaires si et seulement si elles 
sont orthogonales et coplanaires (ou, ce qui revient au même, orthogonales et 
sécantes). Et c’est d’ailleurs ce que l’on fait quand on parle du "Théorème de 
la perpendiculaire commune" ou du "Théorème des trois perpendiculaires". 


Il s’agit de la seule entorse que nous ferons aux définitions très générales 
ayant cours dans des espaces euclidiens de dimensions quelconques. # 


Question 1.5 Comment feriez-vous pour construire une base orthonormale 
de l’espace vectoriel F engendré par 3 vecteurs W1, W2, w3 de R° formant 
un système libre ? Montrez-nous quand 1 = (1,—2,0,3), w2 = (1,3, —1,1) 
ét us = (2;=1; 22,5)? 


Réponse : J’utilise le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Ce procédé 
utilise des projections vectorielles orthogonales, et permet de démontrer l’exis- 
tence d’une base orthonormale dans n’importe quel espace vectoriel euclidien. 
La construction effective d’une base orthonormale de F = Vect(w1, wo, w3) 
par le procédé de Schmidt est faite à l’Exercice 1.1 p. 25. m 


Question 1.6 Dans R* muni de sa base canonique B, on considère le sous- 
espace vectoriel F d'équations : 


z+y+z+t=0 

T—y+z-t=0. 
Déterminez une base de F et une base de F+, puis expliquez comment pour pro- 
céderiez pour trouver les matrices dans la base B de la projection orthogonale pr 
sur F et de la réflexion sr par rapport à F. 


Réponse : Voir Exercice 1.2 p. 27. 5m 


Question 1.7 Comment peut-on permettre aux élèves de sa classe de se re- 
présenter deux plans perpendiculaires ? Deux plans en position générale (donc 
qui se coupent suivant une droite) ? 


Réponse : Le plus simple est sans doute de leur montrer le sol, le plafond 
et les murs de la salle qui forment un beau parallélépipède rectangle. Il ne 
manque alors pas de plans perpendiculaires à signaler ! 

On peut aussi faire pivoter la porte sur son axe, celle-ci prenant diverses po- 
sitions qui donnent à chaque fois l’idée d’un plan qui passe par une droite 
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donnée (l’axe de la porte), donc d’un faisceau de plans. Ouvrir un livre en le 
montrant à la classe, ou rapprocher deux feuilles (ou deux dossiers) tenus à 
bouts de bras permettra aussi de prendre conscience que l’on est bel et bien 
entouré de plans qui se coupent suivant des droites. 

L’un des objectifs de l’étude de la géométrie spatiale est, dès le plus jeune âge, 
de permettre une meilleure représentation spatiale personnelle et par voie de 
conséquence, une meilleure perception, du monde qui nous entoure. = 


Question 1.8 Démontrer que deux plans affines non parallèles (de l’espace 
de dimension 3) s’interceptent toujours suivant une droite. 


Réponse : On sait que : 


()_ dim(P + P') = dim P + dimP'- dim(P n P°). 


— —> 
Si les plans affines P et P' ne sont pas parallèles, leurs directions P et P’ sont 
. . + > pe: . je . pe > 
distinctes, donc P + P' = F,, et l'égalité (f) devient 3 = 2+2— dim(P NP), 
LS + — — . 
d’où dim( PNP') = 1. Comme P+P' = EF, on est aussi assuré que PNA P' £ SG 
([2], Th. 7), et l’on peut affirmer que P N P' est un sous-espace affine de 
— —> 

direction P NP’ ([2], Th. 5), c’est-à-dire une droite. 

Cette preuve reste valide dans un espace de dimension n si l’on remplace les 
plans par des hyperplans. On obtient alors que l’intersection de deux hyper- 
plans non parallèles est un sous-espace affine de dimension n — 2. nm 


1.5 Exercices 


Exercice 1.1 Dans l’espace euclidien R? muni de sa base canonique B, on dé- 
signe par F le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs u1 = (1, —2,0,3), 
u2 = (1,3,—1,1), u3 = (2,—1,—-2,5) et ua = (0,2,1,—1). Trouver une base 
orthonormale de F'. 


Solution : On a 


ls dr 
=0 et |-2 3 -1|=-740 
CARE EE 


donc (u1,u2,u3) est une base de F. Posons V, = Vect (u1,….,ux) et notons 
pv, la projection vectorielle orthogonale sur V4. Utilisons le procédé d’ortho- 
gonalisation de Schmidt. Une base orthogonale de F sera : 


pe (u1, v2, U3) cu (ui, u2 — p (u2) > U3 — PV (u3)). 
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Tout revient donc à déterminer les réels @, B, 7 tels que : 


B' — (vi, v2, 3) = (ui, u2 + au, u3 + Bu + yu2) 


et 
(u2 + au|u1) = 0 (1) 
(S) (us + Bu + yuolu1) =0 (2) 
(us + Bui + yu2lu2) = 0. (3) 
On à : 
1+a 1 
3 — 2a —2 1 
(D) & ET 
1+3a 3 
2+8+7 1 
_1-28+3y le 
(2) & ER o = 19 +148 — 27 =0, 
5+38+7 3 
et 
2+B+7 1 
—1-28+37 3 + . 
G) D = = 6— 28 +127 = 0. 
5+385 +7 sl 
On résout donc : 
_ 61 
148—27=-19 , f[ 42+847-27=-19 | 85 
B—-67=3 B=3+67 ___120 
82° 
1 1 1 8/7 
ne — —2 19/7 
Ainsi VU, — 0 , Vo = U2 + QU = : EE x _ “à t 
3 1 3 10/7 
2 1 1 —17 
De 2 til 20) =2 | 61 3 4 —25 
SAR | 22 [7 82 | o |" 82| -1 | 82| —103 
5 3 1 —11 


Il suffit maintenant de normaliser les vecteurs v; pour obtenir une base or- 
thonormale B"” — (w;,w2,w3) = (v1/|fv1| ,v2/ lvl ,v3/[[uall) de F. Après 
calculs, on trouve [fu1|| = 414, [fu] = V574/7 et [fus] = V2911/41. m 
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Exercice 1.2 (Matrices de projections et de symétries) Soit F un sous- 
espace d’un espace vectoriel euclidien E. La projection orthogonale sur F, 
notée pr, et la symétrie orthogonale par rapport à F', notée sr, sont les endo- 
morphismes de E tels que : 


V(a,m)eF x ET prit) = 21 et sp (21 +72) = %1 — To. 
1) Quelle relation existe-t-il entre pr et sr ? 
2) Soit R* l’espace euclidien usuel muni de sa base canonique B, et F le 
sous-espace de R{ d'équations cartésiennes : 
{ z+y+z+t=0 
T—y+z-t=0. 


a) Déterminer une base de F et une base de F+. 


b) Soit pr la projection orthogonale sur F et sp la symétrie orthogonale 
par rapport à F. Rechercher les matrices de pr et sr dans la base B. On 
proposera deux méthodes différentes. 


Solution : 1) Tout vecteur x de Æ s’écrit de façon unique sous la forme 
x = 21 + æ2 avec (x1,æ2) € F x F+, de sorte que : 


VxeE sp(x) = 2% -2x72= 2 -— (x 21) = 221 — x = (2pr — Id)(x). 


Ainsi sr = 2pp — Id. 


2.a) F est l'intersection de deux hyperplans en position générale (c’est-à-dire 
deux hyperplans définis par des formes linéaires indépendantes). C’est donc un 
sous-espace de dimension 2, c’est-à-dire un plan vectoriel. En faisant z = t — 1, 
puis z = 0 et { — 2, puis en reportant dans les équations cartésiennes de F, on 
trouve deux vecteurs linéairement indépendants dans F : e, = (—1,-1,1,1) 
et e, = (0, —2,0,2). On obtient ainsi une base (€! ,e,) de F. 

Des équations cartésiennes de F+ sont : 


—z—y+z+t=0 soit TZ 
—2y+2t=0 y=t. 


Une base de Ft sera (eh, e,) avec eh = (0,1,0,1) et e, = (1,0,1,0). 


2.b) > Première méthode : Les matrices de pr et sr sont bien connues 
dans la base B’ = (el,e’,e,e,). Ce sont : 


1 0 0 0 1 0 0 0 

, [0100 , [oi o o 
And a RE 6 et 
0 0 0 0 002 0 E4 
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On connaît la matrice P de passage de la base B vers la base B, et l’on peut 
calculer son inverse. On obtient : 


St D Val Fc 2, 6 
_|[ —-1 -2 1 0 _— fesse pi 
DE à 0 ON ES F | 4 Oo ns fe 2 


1, 2 1 0 2 0 2 0 


Un simple changement de base pour des matrices d'applications linéaires nous 
donne maintenant les matrices À et B de pr et sr dans la base canonique B. 
On a A = PA'P-let B — PB'PT1, soit après calculs : 


19 ‘0 15. 0 OR 

| 0 AS 0 : 0 O0 —1 
= EU 0. 12. Re 0 0 
0 “dj C0: 172 0 —1 0 0 


On constate heureusement que B = 2A — I. 


» Seconde méthode : On utilise la caractérisation d’une projection. En 
notant w (x,y,2,t) et 0 (x!,y,2/,t'), on sait que : 


D =pr (w) 


Donc 
g'+y+2+#=0 y+t=0 
! ! ! ! ! ! 
se — PE Du et DL) T +2 =0 
T=patt)e FRET Se dm 3% 
ÿ—y=t-t ÿ—y=t-t 
no p=eÿ D = (&—2)/2 
2 = —x! gd =-x y =(y—t)/2 
PA am = #2 x'=3(x—2) id 2'=(-x+2)/2 
eye y =3(y-t) b=(Cyro2 


1 “0: 412" 0 
D. ds 0 = 
24/5. 0: 1/2 0 
D. <=142 Di 1e 
la base B, et B — 2A — I sera celle de sp. mn 


Finalement À — 


Exercice 1.3 (Orthogonal de la somme et de l’intersection) Soient E 
un espace vectoriel euclidien de dimension n et F, G deux sous-espaces vecto- 
riels de E. Si H désigne un sous-espace vectoriel de E, on note ox la réfiexion 
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par rapport à H. 

1) Montrer les formules (F +G)=FLNnG+t eæt(FnG)=FL+Gt. 

2) Moyennant l'identification de E et de son dual E*, on sait que les es- 
paces orthogonaux F+ (pour le dual) et F+ (pour le produit scalaire) coïn- 
cident. Montrer la seconde formule de la question précédente directement sans 
utiliser la première formule, en supposant que les espaces orthogonaux qui in- 
terviennent sont considérés au sens de la dualité. 

3) Si F et G sont perpendiculaires, montrer que or o oG = opnc. 


4) Si F et G sont orthogonaux, montrer que or o o& = T(FEG)- 


Solution : 1) Je note (x|y) le produit scalaire de x et y. 

e L'inclusion F C F + G entraîne (F+G)- € FL. De la même façon 
on obtient (F +G)T € G, d'où (F+G)+ € FLNG. Réciproquement, si 
xeFtnG*, 


VyeF VreG (xly+2)=(xly) +(x|z) =0, 

donc x € (F+G)*. Cela prouve l'inclusion FLN GL C (F+G)}, et la 
première égalité proposée est démontrée. 

e L'inclusion FL+GLC(FNG)* est facile à prouver. En effet, si x = y+2 
avec y € FtetzeG+,etsite FNG, on obtient bien : 

(alt) = (y + 2lt) = (ut) + (alt) = 0. 

L’inclusion réciproque est plus difficile à démontrer directement. Voici néan- 
moins deux méthodes qui permettent d’arriver à nos fins : 

> Première méthode : On applique la première égalité avec F4 et G+ à 
la place de F et G. On obtient (F4 +G+)+ = (Ft) n (Gt, soit : 

(F-+G)-=FNnG 


et cela entraîne (FNG)+ = FL + G en prenant l’orthogonal des deux 
membres. 


> Seconde méthode : On vérifie que dim(F+ + Gt) = dim(FnG)* ce 
qui prouvera que l'inclusion F+ + G+C(FNG)- est en fait une égalité. 
On à : 
dim(Ft+Gt) = dimFt+dimGt-dim(F+nG+) 

= (n—dimF)+(n- dimG)-dim(F+G)- 
= 2n-dimF-dimG-În-dim(F+G)] 
= n-dim(FnG) 
= dim(FnG)*. 
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2) Montrons directement l'inclusion (FNG)+ € FL + Gt, l'inclusion in- 
verse étant facile à démontrer dans le cadre de la dualité en utilisant le même 
développement qu’à la question 1) (en remplaçant les produits scalaires par 
des crochets de dualité). 

Soit fe (FNG)T. Montrer l'inclusion revient à montrer que f peut s'écrire 
f=g+h avec ge Ft et he G+. Soient : 


F un supplémentaire de FNG dans F, 
Gi un supplémentaire de FN G dans G, 
H un supplémentaire de F + G dans E. 


OnaE=(FNG)F © G10 H et l’on définit f1 et f2 sur chacune de ces 
composantes en posant : 


SixeFNG, g(x)=0 h:(&) =0: 

Si x € FA, g(x) =0 Rx) = f (x), 

Si x € Gi, g(x) = f (x) h(x) =0, 

SixeH, g(x) quelconque h(x) = f(x) — g (x) 


On vérifie que f = g + h, et que g € FT et h € G+ par construction. 

3) Tout revient à vérifier que l’application linéaire op o og coïncide avec 
l'identité sur FN G, et avec —Id sur (FNG)*. 

-Sixe FNG, alors orooc(x) = x. 

-Size(Fn Gÿe = FT + GT, on peut écrire x sous la forme x = x1 + 2 
avec 21 € FT et x2 € GX, puis calculer : 


OFooG(x) =0r0o0c(x1+x2) 
= op (x1 — %2) (car m1 E F-CG) 
= —T] — Lo (cameG CF) 
= —%. 


4) I s’agit ici de vérifier que l’application linéaire op o oc coïncide avec 
l'identité sur (F ® G)*, et avec —1d sur F @ G. 

-Sire(F@G) =FLNGT, alors op 0 oa(x) = 0or(-x) = x. 

-Sixe F@G, on écrit x sous la forme x = x1 +2 avec z1 € Fetx2€ G, 
puis on calcule : 


OFoOoG(x) =0r0o0c(x1+x2) 
= op (—T1 +22) (cam erFcG) 
— —T1 — T2 (ca meGCF) 


— —X. M 
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1.6 Annexe 

Au Théorème 1.2, on a montré que l’on avait toujours la somme directe 
— dl 
E=FoFr 


en utilisant des équations de droites ou de plans vectoriels et en supposant 
que dim Ps = 
Voici deux autres démonstrations de ce résultat dans le cas général où Æ est 
de dimension n quelconque : 


V/ Première démonstration : On connaît le Théorème d’existence et de com- 

plétion d’une base orthonormale dans un espace euclidien, résultat qui se dé- 
montre par exemple à l’aide du procédé d’orthonormalisation de Schmidt ([2], 
Th. 94, mis en oeuvre à l’Exercice 1.1 p. 25). 
Ce résultat montre qu’il existe au moins une base orthonormale (€’1,..., €) 
du sous-espace vectoriel F, et que cette base peut être complétée en une base 
orthonormale (€’1,..., €) de Ë. Il suffit alors d'écrire tout vecteur à de E 
dans cette base sous la forme 7 = D = Ti € ;, puis de voir que 


_ \ n 

rTert s« Vie {; sa D) dre mie) Æ); = 0 
& ue .P} T=0 
& Te Vect(ep}1,…, En); 


pour conclure à Abe Vect (€ p+1,.…., © n), puis à dim here p puisque 
CE p+1, En) est un système libre. m 

Vs Seconde démonstration : Il est facile < de voir, comme au Théorème 1.2, 
que FnF+= { nr je Pour conclure à Ë = F@ FL, il reste seulement à vérifier 
que dim pie n—dim F: Pour cela, on rappelle que le produit scalaire sur pa 


est une for forme bilinéaire symétrique non dégénérée positive que nous noterons 
p':EXx = R, et on utilise le résultat plus général suivant : 


. > . 
Théorème 1.19 {/2], Th. 75} Si F'+ désigne l’orthogonal d’un sous-espace 
vectoriel 1 F pour une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, sa dimension 
est dim F1 =n- dim. 


Preuve — Dire que la forme bilinéaire 4 est non dégénérée revient à dire que 
l’application linéaire 


@ : 


alt 
| 
e 
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de Ë dans le dual de E, est un isomorphisme ([2], 8 5.1.5). Dans ce cas G 
transforme une base ("€’1,.…., € ,) de F en un système libre (D(€1),.…, QE »)) 
de E*. Les p formes linéaires &(€’;) (1 < à < p) sont donc indépendantes, et 
le rang de (g(€ 1), @(e’»)) est p. Comme : 


p 
F1 {7 eE/Vie{l.p} o(®, 8) =0} = M Kerg(r), 
i=1 


on conclut en utilisant la formule donnant la dimension de l’intersection de p 
hyperplans en fonction du rang de la famille constituée par des formes linéaires 
qui définissent ces hyperplans ([2], Th. 25) : 


dim F2 


P 
dim MN Kerg(e;) 
i=1 


nm —Tg (( 1); +) PE p)) 
ND. 


Chapitre 2 


Entraînement à l’écrit sur les 
polynômes 


2.1 


Voici in extenso la séquence d’entraînement de trois heures propo- 
sée le mardi 12 mars 2013 de 14h à 17h dans le cadre des heures du 
Plan Réussite Concours dont nous disposons cette année à l'IUFM. 
Tous les exercices proposés sont extraits du tome Î de la collection 
Acquisition des fondamentaux pour les concours [6] concernant l’al- 
gèbre, l’arithmétique et au passage, les polynômes. 

On notera une première partie, appelée Test, qui a duré une heure 
et qui portait sur les questions travaillées dans notre première 
feuille de TD du second semestre, en janvier 2013. Ce test, à rédi- 
ger seul complètement en une heure, permet d’avoir une idée sur 
ce que l’on a vraiment retenu de la leçon sur Z/nZ. 


Test 


Programme du test : TD 1 de M231. 
Durée de l'épreuve : 1h. 


Modalités : choisissez deux questions parmi les questions suivantes, 
pour les résoudre et les rédiger avec soin sur votre copie. Attention : 
ne choisissez QUE deux questions, autrement seules les deux pre- 
mières questions traitées sur votre copie seront corrigées et comp- 
teront effectivement dans la note de contrôle continu. 


Documents : les documents ne sont pas autorisés. 
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Question 2.1 {Ecrit du CAPES externe 2012) Soit n un entier naturel diffé- 
rent de 0 et 1. Soit x un élément de Z/nZ. Montrer que les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

i) & est inversible, 

h)pacdéen)= 1 

ii) à est un générateur de (Z/nZ, +). 


Question 2.2 Enoncez le théorème des restes chinois. Démontrez-le. 


Question 2.3 Définissez la fonction indicatrice d’Euler &. Sin € N*, donnez 
une expression explicite de $@(n) en fonction des nombres premiers et des 
exposants qui interviennent dans la décomposition de n en produit de facteurs 
premiers. Démontrez cette formule. 


Question 2.4 Soit 6 : N* — N* /a fonction indicatrice d’Euler. On rappelle 
que @(1) = 1, et que sin est un entier naturel > 2, &(n) désigne le nombre 
de générateurs du groupe Z/nZ. Soient n un entier naturel supérieur ou égal 
à 2, et D(n) l’ensemble des diviseurs de n. Si d € D(n), on note C4 l’ensemble 
des éléments de Z/nZ d'ordre d. 

a) Montrer que {Ca / d E D(n)} est une partition de Z/nZ. (NB : on pourra 
utiliser des résultats du cours concernant les sous-groupes de Z/nZ sans avoir 
à les redémontrer, mais on devra les énoncer très précisément.) 

b) En déduire que n = Yaen(n) £ (à). 


[Les réponses à ces questions sont dans [6].] 


2.2 Consignes pour les questions suivantes 


Je distribue le texte comportant les deux problèmes en début de séquence en 
donnant les instructions suivantes. 


a) I s’agit de rechercher les solutions et de rédiger comme si l’on était en 
en situation de concours. On choisit les questions que l’on traite soi-même 
suivant les difficultés ressenties. On rédige ensuite complètement et au propre 
avec le matériel dont on disposera le jour du concours (le stylo que l’on utilisera 
vraiment, la calculatrice, les instruments de dessin...). On n’utilisera pas de 
crayon papier pour la rédaction au propre. Le texte proposé doit être définitif. 


b) On a le droit de parler et d’échanger avec son voisin. 
c) En cas de blocage ou si le moral flanche, il est conseillé de venir me voir. 


d) Dès que l’on a rédigé au propre une ou plusieurs questions, on doit venir 
me les montrer pour analyse et correction immédiate. 
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2.3 Questions 


Question 2.5 (Ecrit du CAPES externe 2009) On considère les nombres 
complexes ap = 6 — 2, ay = —3 — Bi, a — —2 + 3, et on définit le poly- 
nôme p(X) = X° + a2X? + aX + ao € C[X]. 

a) Montrer que p(X) possède une racine réelle. 

b) Résoudre dans C l'équation : 2? + 3iz — 3+i=0. 

c) Vérifier que les racines du polynôme p(X) appartiennent au disque fermé 
de centre O et de rayon R = Max{|aol, 1 + ail, 1 + |a2l|}. 


Question 2.6 {Ecrit du CAPES externe 2003) Trouver dans Z/6Z les racines 
du polynôme P(X) = X? — X. Que peut-on conclure ? Trouver dans Z/6Z[X] 
deux factorisations distinctes de X? — X sous la forme (X — a)(X — b). 


Question 2.7 {Ecrit du CAPES agricole 2009) Soient n € N* et a1, .…, an 
des réels distincts deux à deux. Pour tout à E {1,...,n}, on pose : 


t—a; 
Li@=  [[ —. 
| Gi — Qj 
1<j<n et ji 
a) Montrer que (L1,..…,Ln) est une base de l’espace vectoriel Rn-1 [t] des 
polynômes de R [t] de degrés inférieurs ou égaux à n — 1. 
b) Décomposer tout polynôme P (t) de Rh-1 [t] dans cette base. 
c) Montrer qu'il existe une et une seule suite finie (A1, …, An) de réels telle 
que pour tout P(t) € Ra-1 [t], 


[ro de Sr: 
1 i=1 


Question 2.8 {Ecrit du CAPES externe 2003) Soient p un nombre premier 
et d'un diviseur de p — 1. Soit a un élément d'ordre d du groupe multiplicatif 
((Z/pZ)*, x), s’il existe. On peut donc affirmer que al = 1. Montrer que l’en- 
semble des racines du polynôme X—1 dans (Z/pZ)* est {1, a, a?, a, …, at}. 


Question 2.9 (Ecrit du CAPES interne 2011) Pour tout n € N* on considère 
la fonction polynomiale fn définie sur R par fn (x) = 1+x+.…..+x". En 
considérant la dérivée de f,, montrer que : 


nm 
. 1+(x—1)nx" — x" 
R\{1 EL —— 
Vz ER\{1} ii 2} 
Montrer que si x € |-1,1{, alors lim, 4% [nx"| = 0. En déduire que : 


=: 1 
_1.] Ii RL, es 
re LT nes kx T2 
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Question 2.10 {Ecrit de l’agrégation interne 2010) 
Soient E un espace vectoriel sur R et S(E) l’espace des suites de E indexées 
sur N. Soit o : S(E) — S(E) l’endomorphisme qui à u — (un)}nen € S(E) 
associe la suite o(u) dont le n-ième terme est [o(u)|, = un+1. © est un décalage 
d'indices. 
Si P = DD" € R[X|, on pose P (o) = pold+p10 +.….+p,.0o". On admet 
que P(o) est un endomorphisme de S(E). 
Siu € S(E), on appelle annulateur de u le sous-ensemble : 

Ann (u) = {P ERÎX]/P(o)(u) = 0}. 
Une suite u est dite linéaire récurrente s’il existe un entier r > 0 et des réels qo, 
…, Qr tels que qo £ 0 et : 


VneN Qoün+r + QiUn+r-1 +. + Gr—1Un+1 + Grün = 0. 


1) Soit u € S(E). 
(a) Si P=5% 5m XF € R[X], calculer [P (a) (u)], pour tout n € N. 
(b) Montrer que u est linéaire récurrente si et seulement si Ann (u) Æ {0}. 
(c) Montrer que si u est une suite linéaire récurrente, alors il existe un 
unique polynôme normalisé mr, tel que Ann(u) = r,;.R[X]. Le polynôme Ty 
s’appelle le polynôme minimal de u. 
2) Dans cette question on prend E =R. 
(a) Montrer que la suite (2 + 3"),,.\ est linéaire récurrente et donner son 
polynôme minimal. 
: 2 
(b) Montrer que la suite (n 2) 
polynôme minimal. 
(c) La suite (n!),en est-elle linéaire récurrente ? 


EN est linéaire récurrente et donner son 


Question 2.11 (Ecrit du CAPES externe 2009) 
Soit H(X) = X" — Mes ce XF un polynôme unitaire à coefficients réels. On 
suppose que tous les coefficients c; sont positifs, et qu'ils ne sont pas simulta- 
nément nuls. Soit h la fonction définie sur R* par : 
= TE) 
x 

a) Montrer que h est strictement décroissante sur R*.. 

b) En déduire que H(X) admet une unique racine réelle strictement posi- 
tive a, et montrer que cette racine est simple. 

c) Soit Ç une racine complexe de H(X). On suppose que [6] > a, montrer 


alors que : pot 
> D lé. 
k—0 
d) En déduire que toutes les racines de H(X) dans C appartiennent au 
disque fermé de centre O et de rayon à. 
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Question 2.12 (Ecrit du CAPES externe 2009) 

Soit f(X) = D %_paxX* € C[X] un polynôme de degré n > 1. On énumère les 
n racines complexes C1, .…, Ç, de f(X) (distinctes ou non), de façon à avoir 
0 < 161] < [Gel < .… <|6,|. Montrer que pour tout k € {0,...,n} : 


dk nm n—k 
LT. : 


Question 2.13 (Ecrit du CAPES agricole 2009) Pour tout n € N, on pose : 


1 d' : 
nan Ne 


Ph (t) 


a) Montrer que P, est un polynôme de degré n dont le coefficient dominant 
est (2n)!/ (2" (n!)?). 

b) Démontrer que Ph (1) = 1. 

c) Etudier la parité de P, et en déduire que Ph (—1) = (—1)". 


2.4 Solutions 


Réponse 2.5 | a) Si x est une racine réelle de p(X), 


px) = 2 +(-2+ 3i)a? +(-3-—5i)x+6—2%—0 
donc : 
23 — 2x? — 3x +6—0 (+) 
3x? — 5x—2—0. 
1 


3 (67 +2) et : 


Par suite x? — 


1 1/5 1 
SET. 2 =; — er rt 
x = 3 (57 + 2x) ;(SGr+2+%) ÿ (81% + 10). 


En remplaçant dans (+), on obtient : 


1 2 
G (815 +10) — 2 (5x +2) — 3x +60 


31x + 10 — 30x — 12 — 27x + 54 — 0 
—26%x + 52 =0 
g=2, 


Cela montre que la seule racine réelle possible de p (X) est 2. Pour conclure, 
on vérifie que p (2) = 0, et donc que 2 est bien une racine de p(X). 
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b) Le discriminant de l’équation du second degré (E) : 2? + 3iz—3+i=0 
est : 
A=-9—4(-3 +5) = 3— 4j. 


Les racines de (Æ) seront : 


—3i + VA 
5 


D i—= 


où VA désigne l’une des racines carrées de A. Cherchons ces racines carrées. 
On a : 
a —b—3 


ab — —2 


a? —b?=3 

a? (—b?) = —À, 
Les réels a? et —b? sont ainsi les racines du trinôme t (x) = x? — 3x — 4. En 
factorisant, on obtient (x) = (x — 4) (x +1), d’où a? = 4 et b? = 1. Comme 
ab = —2 est négatif, on obtient a = +2 et b = +1. On peut donc prendre 
VA =—2- i, et les racines de (E) seront : 


A=(a+i) & { 


donc : 


US CEET AR et. 


NI 


c) laol = V6? + 22 = 2410, [as] = V3 + 52 = 4/34, |ao| = V22 + 32 = 13, 
par conséquent À = Max {2V10,1 + 934,1 + 13} = 1 + V34. Comme : 
p(x) = (x—-2)(x-z)(x—2) 
= (æ—-2)(x—(1—2))(x—(-1—i)), 
les racines de p(X) sont de modules 2, || = 5 et |2| = V2 qui sont bien 


des nombres inférieurs à À. 


Réponse 2.6 | Le tableau suivant montre les valeurs de x? — x lorsque x 
décrit Z/6Z. 


ZT 0 


1 31 —2 | —1 
x) 010 


0! 0 2 


2 
2 


On constate que X? — X admet 4 racines dans Z/6Z, à savoir 0, 1, 3 et 4. 
Nous avons donc là un polynôme de degré 2 qui admet 4 racines ! Cela tient au 
fait que Z/6Z n’est pas un corps (6 n’est pas premier), et que le résultat bien 
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connu : « Tout polynôme non nul de degré n possède au plus n racines » est 
vrai lorsque les coefficients du polynôme appartiennent à un corps commutatif. 
Ces quatre racines nous permettent d’exhiber deux factorisations différentes 
de X? — X : 

Re X= XX = 1) (NX H2)(X 3). 


On en déduit que (Z/6Z) [X] n’est pas un anneau factoriel (il n’y a pas uni- 
cité de la décomposition d’un élément de (Z/6Z)[X] en produit de facteurs 
irréductibles, que cette décomposition existe pour tout polynôme, ou pas!). 


Réponse 2.7| a) Les polynômes ZL; sont tous de degrés n — 1, donc ap- 
partiennent tous à RA_1 ft]. On à L;(aj) = &;; pour tout à € {1,...,n}, où 6;; 
désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 si 4 — j, et 0 sinon. Cela nous 
permet de montrer facilement que (L1,..…., L,) est un système libre. En effet, si 
D Xi (t) = 0, il suffit d'évaluer le polynôme du premier membre en t = à; 


pour obtenir : 
SX (a) —= + Xdij = À; 
i=1 i=1 


d’où À; — 0. Ainsi : 
XL Her Aie) 00) 


et (L1,.…, L) est un système libre. C’est un système libre de n éléments dans 
un espace vectoriel R;_1 [t] de dimension n, c’est donc une base de Rh_1 fé]. 


b) Si P (t) — DE Xl; ); alors P (a;) — ne Xl; (a) — Àj. Aïnsi : 


n 


P(t)= SP (œ)Li(t). 


i=1 


c) Il suffit d'intégrer les deux membres de l'égalité P = 5%, P (a) L; pour 


obtenir : L . 
L P(t) dt=N XP (œ). 
S i=1 


en posant À; — ie L;(t) dt. L'existence de la suite (A1,..., À,) est assurée. 
Pour vérifier Pinot. ne que (4,...,u,) soit une autre suite de réels 
telle que 1 P(t) dt =) u;P(&). Par soustraction : 


VP ERy-1 lt ] D (X-w)P (a) = 0, 
= 
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et il suffit de choisir P = L; pour obtenir À; — y; = 0, donc À; — y; quel que 
soit j. Par suite (A1,..., Àn) = (u,.…,4,) et l’unicité est démontrée. 


d 


Réponse 2.8 | Les éléments 1, a, a?, …., a! sont distincts entre eux deux 


à deux, et sont racines de X — 1 car (a*)Ÿ = (ad) — 15 = 1 quel que soit 
k € N. Comme le polynôme X4 — 1, de degré d, possède moins de d racines 
dans Z/pZ, toutes ses racines seront celles que l’on a déjà exhibées ci-dessus. 


Réponse 2.9 | eOna(l—-x)}(1+x+.…+xt) =1-zx"tl quel que soit x 
différent de 1, donc : 


1— ati 


Fi De = ———. 
k=0 


l1—-x 


En dérivant les deux membres de cette égalité en un point x £ 1: 


ro Si D =mHl)et(l=a)+ (1 ati) 
a CE 
(x) 
eOna: 


l 
Infnx"|=Inn+ninix|=n (= +ie|) : 


Par hypothèse [x] < 1, donc In|x| < 0. Comme lim((Inn)/n) = 0, on déduit 
limln|nx”| = —co. Par composition de limites, on aura donc : 


lim frx”] = lim exp(Ininx"|) = lim exp(X) = 0, 
n—+00 n—+00 X——00 


donc aussi lims_,4 (næ°) = 0. 
e Ainsi : 


nm 
1 1 nm 
à (x — 1) x 


2 pt QG 


k=1 
Sel EL ms (nt = et in a at = (donc: 


+00 { 


ÿ ka* 1 = Ce 


k=1 


2.4. SOLUTIONS A1 


Réponse 2.10 | 1.a. Pour tout entier naturel n, 


(P(o)(u)hn = D ro (u)h = D pale tu) = D prunsr. 
k=—0 k=—0 k=—0 


1.b. Notons R(E) l’ensemble des suites linéaires récurrentes. La suite u 
appartient à R (E) si, et seulement si, il existe r € N et des scalaires qo, …, Qr 
tels que : 

VnEN Qountr + Quntr-1 + + + Grün = 0. 


Si l’on pose Q(X) = 3 _09r-KX°, on peut donc dire que u € R(E) si, et 
seulement si, il existe un polynôme non nul Q (X) tel que : 


VneN [Q(o)(u)]n = 0. 


On a donc les équivalences : 


uER(E) & 3IQER[X]\{0} VneN [Q(o)(u)]x = 0 
# 2QER(X]\{0} Q(o)(u) =0 
& 2QER[X|\{0} QE Ann(u) 
& Ann(u) # {0}. 


1.c. L'ensemble Ann (u) n’est pas vide car contient le polynôme nul. 
Si P,Q € Ann(u), alors (P—Q)(o)(u) = P(a)(u) — Q(o)(u) = 0 et donc 
P —-Q € Ann(u). Cela prouve que Ann (u) est un sous-groupe de (R [X], +). 
Si PE Ann(u)et QE R[X|, 


(QP)(a)(u) = (Q(ao) 


donc PQ € Ann (u). Cela montre que Ann (u) est un idéal de R[X]. Comme R 
est un corps commutatif, R[X] est un anneau principal et tout idéal de R[X] 
est principal, c’est-à-dire engendré par un seul élément. 

Comme u est linéaire récurrente, Ann (u) Æ {0} et on peut multiplier le gé- 
nérateur de l'idéal Ann(u), qui n’est pas le polynôme nul, par l'inverse de 
son coefficient dominant, pour obtenir un polynôme normalisé 7, tel que 


Ann (u) = ry.R[X|. Il est facile de montrer que ce polynôme est unique!. 


Preuve de l’unicité : si Ann (u) = ru.R[X] = vu.R[X], alors nu | Vu et vu | Tu, donc my 
et v, sont associés : il existe une constante non nulle À telle que 4 — Au. Si l’on suppose 
que Tu et vu sont normalisés, alors À = 1 et vu = Tu. 
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Remarque importante — Quand Ann (u) Æ {0}, c’est-à-dire quand u est 
linéaire récurrente, on sait que 7, est le polynôme unitaire de plus petit degré 
appartenant à Ann (u) \{0}. On utilisera de nombreuses fois cette remarque 
dans la suite. 


2.a. Première solution — Posons u = (2° + 3"). Il n'existe pas de scalaire a 
non nul tel que a (2° + 3”) — 0 pour tout n. Si a,bE R vérifient : 


VREN a(2"t1+3%t1) 48(27 +37) =0, 


alors : 
VneN (2a+0b)2" + (3a+b)3" =0 


et en faisant n = 0, puis n — 1, on obtient : 


5a + 2b = 0 
13a + 5b = 0 


d’où a — b = 0. Cette solution triviale, qui fonctionne toujours, ne nous 
intéresse pas! On peut donc affirmer qu’il n'existe pas de polynôme P de 
degré 1 ou 2 tel que P(o)(u) = 0. 
Passons au degré 3, et cherchons un triplet (a,b,c) non nul tel que : 

VREN a(22+ 3047) + b (271 + 8041) + ce (27 +37) = 0. 
Cela s’écrit : 


VneN (da+2b+c)2" +(9a+3b+c)3" =0 (+) 


ou encore : 
2 n 
VneN a+2+0 (5) + (9a + 3b+c) = 0. 


Cela revient à dire que le polynôme (4a + 2b + c) X + (9a + 3b + c) de R[X] 
admet une infinité de racines, donc qu'il est nul. Ainsi : 


Ja + 3b+c= 0. 


Prenons c = —2 et résolvons : 


2a+b=1 
9a + 3b = 2. 
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Le déterminant du système est 6 — 9 = —3, donc les solutions sont : 
Det FAQ EE PS à just 27.11): 
3 AT 24 NM: 


Ainsi : 
VEN — : (2742 + 342) + : (art + gt) 2 (27 +37) = 0 


et le polynôme —iX 2 + 2x — 2 appartient à Ann(u). Comme Ann(u) ne 
contient pas de polynôme de degré 1 ou 2, on peut affirmer que le polynôme 
minimal ñ, de u = (2" +3"), est tu (X) = X? —5X +6. 


Deuxième solution — On cherche comme ci-dessus un polynôme de degré 3 
dans Ann (u). On trouve P(X) = X?2-—5X +6. Cela montre déjà que u est une 
suite linéaire récurrente et que le polynôme minimal ñ, de « est un diviseur 
de P(X). Comme P(X) = (X —2)(X — 3), my ne peut être que? X — 2, ou 
X —3, ou (X —2)(X —3). Il suffit de voir que X —2 et X —3 ne conviennent 
pas pour conclure (par exemple, si X — 2 appartenait à Ann(u), on aurait 
(o — 21d)(u) = 0, soit Un+1 — 2Un = 0 pour tout n, d’où 37+1 — 2 x 37 — 0, 
d’où encore 3 — 2 = 0 pour n = 0, ce qui est absurde). 

Troisième solution — Comme 27+1 — 2 x 2% — 0 quel que soit n € N, le 
polynôme minimal de la suite v = (2°), est mr, — X —2. De même, le polynôme 
minimal de la suite w = (3"), est ty = X — 3. On au = (27 +3), = v +w, 
et : 


(roTw) (o)(u) = (rotw) (a) (v + w) 

= (TwTv) (0) (v) + (Totw) (o) (w) 

= Tw(o) [ro (o) (v)] +7 (0) [rw (o) (v)] 
= Tw(o)(0) +rv(o)(0) 


= 0 


( 
( 


9) 


donc TyTy € Ann (u). Le polynôme : 
ar) ON ee NX SEXE X EE 


appartient donc à l’annulateur de u. Cela prouve que u est une suite linéaire 
récurrente, et ensuite il est facile de démontrer que Ty = TyTy en raisonnant 
comme dans la deuxième solution. 


?ru (X) = 1 entraîne ma(o)(u) = 0 d’où u = 0. On constate ainsi que la seule suite 
linéaire récurrente de polynôme minimal 1 sera la suite nulle. Ce cas est à rejeter ici! 
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2.b. Posons u — (aranie Il n'existe évidemment pas de scalaire a tel que 
aun = O0 pour tout n. 


e Soit (42) l'affirmation : Vn EN aus11 + ban = 0. On à : 


(A) & Vn. an £ 1) 2h22 = 0 
& Vn  (2a+b)n?+4an + 2a = 0 
& 2a+b—=4Aa=2a—=0 
& a=b=0. 


e Soit (A3) l'affirmation : Ve N aun42 + bun+1 + Can = 0. On a : 


(43) & Vn a(n+2) 2772 + b(n +127 + en227 = 0 
& Vn 4a (n° + An + 4) + 2b (n? + 2n +1) + cn? = 0 
& Vn (da+2b+c)n? + (16a + 4b) n + 16a + 2b = 0 


donc : 
da+2b+c—=0 
(43) & Aa + b = 0 4 = br 0: 
8a + b = 0. 


Ce système n’admet pas de solution non triviale. 
e Soit (A4) l'affirmation : Ve N aun+3 + bun+2 + Cun+1 + dun = 0. 
On a : 


(A) & Va atn 9) 0e fn 2) PE fm 1 VE gn22— 0 
& Vn (8a + 4b+ 2c+ d)n? + (48a + 16b + 4c)n + 72a + 16b + 2c = 0 


donc : 
8a + 4b + 2c+ d =0 
(A4) & 12a +4b+c=0 
36a + 8b + c= 0. 
Prenons € — —2 et résolvons : 
8a + 4b + d — 4 
6a+2b=1 
18a + 4b = 1. 


$Dans cette succession d’équivalences, on utilise encore, sans le dire, le résultat à bien 
connaître suivant : si un polynôme de R[X] possède une infinité de racines, alors c’est le 
polynôme nul. 
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Les deux dernières équations donnent (a, b) = (—1/6,1), d’où d = 4/3. On a 
trouvé une solution non nulle de (44), à savoir (a, b, c, d) = (—1/6,1,—2,4/3). 


Cela prouve que : 


cs 4 
PES NEA TERRE 


appartient à Ann (u). Comme il n'existe pas de polynôme de degré 1 ou 2 dans 
Ann (u), on en déduit que“ le polynôme minimal r, de u = (n?2"), est : 


Tu (X) = X$— 6X?2+12X — 8—(X —2). 


2.c. Si la suite u = (n!), était linéaire récurrente, l’annulateur de u serait 
différent de {0} d’après L.1, et il existerait des scalaires go, …, g- tels que go £ 0 
et : 

VneN qgo(in+r)!+.….+aqrn! = 0. 


Cela s'écrit : 


da dr 
A = 0, 
Lu (n+r)….(n+1) 


VnREN + 


et il suffit de faire tendre n vers + pour obtenir go = 0, ce qui est absurde. 
Donc u = (n!), n’est pas une suite linéaire récurrente. 


Réponse 2.11|a) Six € R*, 


Comme tous les c; sont positifs les fonctions x + c,_x/x* qui apparaissent 
dans cette somme sont toutes décroissantes sur R?. Comme l’un des c4 est 
strictement positif, on peut même dire que l’une des fonctions x + cn_/2" 
est strictement décroissante sur R*. Il s'ensuit que } (x), somme d’une fonction 
constante (prenant toujours la valeurs —1) et de plusieurs fonctions décrois- 
santes (dont l’une est strictement décroissante) est strictement décroissante 
sur R*. 


b) e On a lims_,0, h(x) = +o et limz_,1 R(x) = —1. Comme À est 
continue (et même de classe C'©) sur R*, une adaptation classique du théorème 
des valeurs intermédiaires montre que h admet au moins un zéro a sur R*. La 
décroissance stricte de h sur R* montre que ce zéro est unique (h induisant 
une bijection de R* sur | — 1, +). 


#Comme on l’a déjà vu, le polynôme minimal de u de peut pas être le polynôme constant 1 
car u n’est pas la suite nulle. 


46 CHAPITRE 2. ENTRAÎNEMENT À L'ÉCRIT SUR LES POLYNÔMES 


Comme h(x) = —H(x)/x" et H (x) admettent les mêmes zéros sur R*, on 
peut affirmer que H admet une unique racine réelle strictement positive. 


e Montrons que @ est une racine simple de H en raisonnant par l’absurde. 
S'il en était autrement, on aurait H (a) = H'(a) = 0, soit : 
_1 += 
ot — SE caf = 0 na — SPL nca = 0 
. _1 ce _ 
no LS kart = 0 na — SRE kcxo® = 0. 
En soustrayant membre à membre : 


n—1 


ÿ_(n — k)caf = 0. 


k=0 


Comme tous les termes de cette dernière somme sont positifs, on en déduit 
que (n — k)c a" = 0 pour tout 4. Mais n — k et a* ne sont jamais nuls, 
et l’un des cx est strictement positif, donc l’un des termes de la somme sera 
strictement positif, ce qui est absurde. 


c) Comme h est strictement décroissante, 


Kl>a + HD<n(o) + D <-ÀÙ + H(e) >0 


et cette dernière inégalité s’écrit [Ç|? — LE cl > 0, soit : 


n—1 
re &ld. 6) 


k=0 


d) Raisonnons par l’absurde. S'il existait une racine Ç de H (X) de module 
> «, la question précédente montrerait l'inégalité (b). Mais on aurait aussi 
H (€) = €" — SLA cxçF = 0, done : 


n—1 
<a (h) 


k=0 


en utilisant l’inégalité triangulaire. (b) et (4) se contredisent. 


Réponse 2.12 | On a : 


f(X)=an(X - 61). (X — Gn) = an X7 +... +a1iX + ag. (+) 
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Si Op — > a Gin Gio-G, désigne la k-ième fonction symétrique élé- 
Li << Lip EN 


mentaire des racines de f, on sait que pour tout k € {1,...,n}, 


An—k 
on = (NÉ 
nm 


(relations entre coefficients et racines d’un polynôme). Par conséquent : 
= nm n—k 
his À AA 


1 in Ken 
. ! 
(puisque la somme 0,_7 comporte (,",) = Hi termes). 


(74 
An 


GinGioe Gin 


Comme (,",) = (%), on obtient bien : 


dk 


n n—k 
Ale () (2 


pour tout k € {1,...,n}. Si k = 0, il suffit de faire X — 0 dans (x) pour 
obtenir : 


An (—1)" G16n = d0; 


d’où = 6.6] <16,/”, et l'inégalité est encore vraie. 


Réponse 2.13 | /Il s’agit de la toute première question de la seconde com- 


position du CAPES agricole 2009 dont la première partie était consacrée à 
l’étude de certaines propriétés des polynômes de Legendre. Les points que re- 
présentent cette question sont à gagner rapidement] 


ao 
An 


a) Le polynôme P, est obtenu en dérivant n fois un polynôme de degré 2n. 
C’est donc un polynôme de degré 2n — n = n, de coefficient dominant : 


(2n)! 
2 (n1)2" 


1 
on *2n(2n—1)..(2n—n+1) = 
n! 


b) On a ( —1}" = A(t)B(t) où A(t) = (t— 1)" et B(t) = (t +1)". La 
formule de Leibniz donne : 


LS fn ® (BEN 
a 2 (6) 0 B (0) 


1 
27 nl 


Pa (t) = 


(AO 18 OI +n [4010 18 O0 +. + 14610 8 ©). 
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1 est racine de chacun des polynômes A (+), [A(#)]) (4), … [A(#)] D (4) 
puisque c’est une racine d'ordre n de A(t). Comme [A(t)]"” = n!, on en 
déduit : 


PT) NUE PRE 


| 2nn| 

Remarque — La méthode montre aussi que Ph (—1) = (—-1)". En effet, —1 
est une racine de B (t) d'ordre n, donc les n — 1 premières dérivées successives 
de B s’annulent en —1, et comme [B (#)]( = n!, on trouve : 


: 1 
| 2nn! 


Ph (—1) x (—2)" x nl =(-1)". 
Mais l’énoncé désire ardemment que l’on déduise cette propriété de l’étude de 
la parité de P, à la question suivante. 


c) ( — 1)" est un polynôme pair. C’est aussi une fonction indéfiniment dé- 
rivable sur R. Comme la dérivée d’une fonction paire (définie sur un intervalle 
centré en 0) est impair, et comme la dérivée d’une fonction impaire est paire, 
il s'ensuit que [(#2 — 1}"]() est impaire, que [(42 — 1)"]®) est paire, et ainsi de 
suite, de sorte que P, (t) et [(#2 —1)"](%) soient paires si n est pair, et impaires 
sinon. 

On en déduit évidemment que P, (—1) = (—-1)"P, (1) = (-1)7. 


Remarque — Le « ainsi de suite » cache une récurrence évidente à écrire : 
au rang k, si l’on sait que [(#2 — 1)*]() est paire si k pair, et impair sinon, 
on obtient par dérivation que [(&2 — 1)"]%+1) est impaire si k impair, et pair 
sinon. Je ne pense pas qu’il soit nécessaire de préciser cela sur sa copie car il 
y à d’autres chats à fouetter. Néanmoins, il faut savoir expliquer qu’il s’agit 
d’une récurrence et bien la rédiger si un jury d’oral le demande. 


Chapitre 3 


Entraînement à l’écrit f.b.s et 
coniques 


Voici la séquence d'entraînement de trois heures proposée le mer- 
credi 17 avril 2013 de 14h à 17h dans le cadre des heures du Plan 
Réussite Concours. La première partie, appelée Test, a duré une 
heure et portait sur les questions travaillées dans une feuille de TD 
en janvier 2013. 


3.1 Test 


Programme du test : TD2 de M231. 
Durée de l'épreuve : 1h. 


Modalités : choisissez deux questions parmi les questions suivantes, 
pour les résoudre et les rédiger avec soin sur votre copie. Attention : 
ne choisissez QUE deux questions, autrement seules les deux pre- 
mières questions traitées sur votre copie seront corrigées et comp- 
teront effectivement dans la note de contrôle continu. 


Documents : les documents ne sont pas autorisés. 


Question 3.1 Soit f une application d’un plan affine euclidien E dans lui- 
même. On suppose que f conserve les distances. SANS avoir recours à la no- 
tion d'application affine, donc en utilisant uniquement la conservation des 
distances, démontrer que : 

a) f est injective. 

b) f transforme un segment en un segment, une demi-droite en une demi- 
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droite, et une droite en une droite. 
c) f est bijective. 


Question 3.2 Quelle est la nature de la composée f = sy» o sp de deux 
réflexions affines planes par rapport à des droites D' et D sécantes en un 
point Q ? Construire les éléments géométriques qui caractérisent f. Enoncer 
et démontrer une réciproque. 


Question 3.3 Montrer que toute isométrie f qui laisse invariante une par- 
tie finie laisse invariant l’isobarycentre des points de cette partie. En dé- 
duire les seules natures possibles des isométries planes laissant une partie 
finie invariante. 


Question 3.4 Soient À et B deux points distincts d’un espace affine eucli- 
dien E de dimension 3. Soit P le plan orthogonal à (AB) et passant par le 
milieu T de [AB]. Le plan P partage l’espace en deux demi-espaces ouverts : EA 
contenant À, et Eg contenant B. Montrer que : 


P ={MEE/MA= MB} 
Ea={MEeE/MA< MB} 
Eg={MEeE/MB < MA}. 


[Solutions de ces exercices dans [9]. 


3.2 Deux problèmes de géométrie 


Les deux problèmes présentés ici sont extraits de mon recueil Exer- 
cices pour le CAPES mathématiques et l’agrégation interne, al- 
gèbre, arithmétique et géométrie, vol. I [1]. 


Problème 3.1 (CAPES externe 1995) Définie positivité de À et compa- 
cité de l’hypersurface ‘X AX = 1 

Remarques préliminaires — Dans ce problème extrait d’un sujet de CAPES, 
on suppose que R° est muni du produit scalaire usuel qui à (t1,..….,%n) et 
(Y1,.…., Un) associe le réel t1y1 + .… + TnYn. Ce produit scalaire induit une 
structure euclidienne ”’canonique” sur l’espace R”. 


On suppose aussi que la définition d’une matrice orthogonale est connue : on 
dit qu'une matrice carrée P de taille n et à coefficients dans R, est orthogonale, 
si elle vérifie tP — P-1., On admet que cela équivaut à affirmer que l’image 
d’une base orthonormale de R° par l’endomorphisme de matrice P (dans la 
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base canonique de R”) est encore une base orthonormale de R”. On admet 
enfin le Théorème suivant : 


Théorème — Toute matrice réelle symétrique À est diagonalisable dans une 
base orthonormale pour la structure euclidienne de R”. 


On considère l’espace vectoriel E = R? muni de sa structure canonique d’es- 
pace euclidien, et l’on note e = (e1,.….,en) la base canonique de E. À toute ma- 
trice réelle symétrique À de type n-lignes et n-colonnes on associe la forme bi- 
linéaire symétrique P À définie par PA (x, y) = tX AY, où X = (x1,...,%n) et 
Y = l(y1,..,Yn) désignent les vecteurs-colonnes des coordonnées de x et de y 
dans la base canonique. On s’autorisera aussi à écrire BA (X,Y) = tX AY. 
On appellera Q A la forme quadratique associée à D 1, et D 1 la A-sphère unité 
définie par 


D ,={xeE/Qa(x) = 1}. 
Dans les deux premières questions seulement, on suppose que n = 2. 


1.a) Déterminer les vecteurs propres et les sous-espaces propres de la matrice 


n(% #) 


b) Trouver une matrice orthogonale P et une matrice diagonale 


À O0 
D — 
0m ) 
telles que tPA;P = D, det P = 1 et À < y. En déduire que la forme quadra- 
tique Q A, est définie positive. 
c) Déterminer la nature de la conique Ÿ° A, dinsi que son excentricité. 


2) On considère maintenant la matrice 


= (3% +) 


Montrer directement que QA, (x) > 0 pour tout x appartenant à R?, mais que 
la forme quadratique Q A, n’est pas définie positive. Quelle est la nature de la 
conique x, ? 


3) Soit À une matrice réelle symétrique de taille n. Montrer que les proprié- 
tés suivantes sont équivalentes : 
i) QA est définie positive, 


ii) Toutes les valeurs propres de À sont strictement positives, 
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ii) DA est un compact non vide de R?. 


On caractérisera ensuite en fonction des valeurs propres de À les cas où la 
A-sphère unité 3°, est vide. 


Problème 3.2 (CAPES externe 1992) Ensembles infinis à distances en- 
tières 
On se place dans un plan affine euclidien P. Un ensemble E inclus dans P est 
dit « à distances entières » si pour tout couple de points (M, N) dans E x E 
la distance MN est entière. 

1) Soit H une hyperbole et (O, 4 3) un repère dans lequel H admet l’équa- 
tion xy = 1. Soit H' une courbe du plan d’équation : 


ax? + bxy + cy° + dx +ey+f—=0 avec (a,b,c,d,e, f) # (0,0,0,0,0,0), 
dans ce même repère. Montrer que, si HN H' est infini, alors H = H', puis 
trouver un majorant du nombre de points de HN H' lorsque H £ H'. 


2) Soit E un ensemble à distances entières contenant trois points À, B, C 
non alignés. On pose AB = p, AC = q et, lorsque j,k EN, 
U;={MEeP/|MA-MB|=)j} tV,={MEeP/|MA-MC|=k}. 


a) Discuter la nature géométrique des ensembles U; et Vy suivant les 
entiers j et k. 
b) Montrer que l'intersection U; N V4 est un ensemble fini. 
c) Démontrer que E C Ui=o U; et E C (JE, Ve, et en déduire que E est 
fini. Proposer un majorant du cardinal de E. 
3) Si AE P et si w désigne un vecteur non nul, on note E1% l’ensemble 


—— 
des points du plan tels que AM = x uw avec x € Z. Si E est une partie infinie 
du plan, montrer l’équivalence entre les propriétés suivantes : 


i) E est à distances entières, 
ii) Il existe un point A et un vecteur unitaire w tels que ECE AT: 


3.3 Solutions 


Solution du Problème 3.1|1.a) Le polynôme caractéristique de A1 est 
X—6\+5—(1-5)(1-— 1), les valeurs propres de A1 sont 1 et 5. L'espace 
propre E (1) associé à 1 est la droite d’équation x + V3y = 0 dont un vecteur 
directeur unitaire est : 


e, = (V3/2, -1/2). 


L'espace propre E (5) est la droite d’équation —3x +yv3 — 0 dont un vecteur 
directeur unitaire est e, = (1/2, V3/2). 
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1.b) e La matrice de passage P — P de la base canonique e = (e1,e2) vers 
la base orthonormale e' = (el, e,) de vecteurs propres de A1 est : 


Elle vérifie D = P-1A;P où D = . P apparaît comme la matrice, 


0 5 
dans la base e, d’une application linéaire qui transforme la base orthonormale e 
en la base orthonormale e’, donc d’une application orthogonale. Donc P est une 
matrice orthogonale, directe car det P = 1. Ainsi P-1 = {Pet D = ‘PA;P. 


Remarque — P est la matrice de la rotation d'angle —7/6 dans R? orienté 


par la base e. 


e La forme bilinéaire symétrique &4, s'exprime très simplement dans la 
base e’. En effet, si l’on note X et Y (resp. X' = ‘(x',x%) et Y' = ‘(y\,y)) 
les vecteurs-colonnes de x et y dans la base e (resp. e/), 


PA, (&,y) = °XA1Y = (PX") A; (PY') = ÉX'DY' = x y + 5x2 


d'où Q1, (x) = 1? +5x2 et Q A, (x) > 0 pour tout x Z 0. Cela prouve que Q4, 
est définie positive. 


1.c) L'équation de ÿ}4, dans € est 2% + 5x% = 1. On reconnaît l’équation 
d’une ellipse d’excentricité : 


c va? —b? 
= == ——— 
(07 & 


où a = 1 et b = 1/5. D'où e = 2/15. 


2) e Qu, (x) = 2xf + 429 + 42x10 = (2x1 +22)? > 0 pour tout x, mais 
Qa(—V2,1) = 0 de sorte que Q14, soit positive sans être définie. 


e La courbe ÿ°14, admet l’équation (V2x1 +270)? — 1, soit V2r1 +279 = +1. 
L'ensemble Ÿ°,, est donc la réunion de deux droites parallèles. 


3) Toute matrice symétrique réelle À est diagonalisable dans une base ortho- 
normale. Cela signifie qu’il existe une base orthonormale formée de vecteurs 
propres de À dans laquelle : 


PA (x, y) = AtiYi + + AnnYn 
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où À1,…, À représentent les valeurs propres de À, éventuellement confondues. 
Dans cette base, une équation de ÿ', sera : 


>, r Mike el 
ei) = ii) : Supposons que Q 14 soit définie positive. Si x = (0,...,0,1,0, 0), 
le 1 étant à la j-ième place, alors Q4 (x) = À; > 0, d’où ti). 


e ii) — i) : Si tous les À; sont strictement positifs, alors : 
Qu (x) = Mai +. + Ànt2 


sera strictement positif pour tout x £ 0 et Q14 sera bien définie positive. 


e ii) — iii) : Les À; étant strictement positifs, 


red), & Mtft.+hm=ls Vi M<Il 


1 
= sup/t;| < sup (>) 
“HE i \ VA 
et cela prouve que ÿ, est borné. Comme ÿ', est aussi fermé (c’est l’image 


réciproque de 0 par l’application continue Q4), ce sera un compact de R?. 
Enfin ÿ', n’est pas vide puisque contient (1/4À1,0,..., 0). 


e non ii) — non it) : Supposons que les valeurs propres de À ne soient pas 
toutes strictement positives et envisageons les cas suivants : 


x Si tous les À; sont < 0, le premier membre de (+) est négatif et ne 
peut jamais valoir 1. Donc ÿ 4 — (). 


x S'il existe un À; > 0 et un À; < 0, par exemple À > 0 et À < 0, 
alors : 


x = (æ1,%2,0,...,0) € D. & Mr + = 1e Ar? = 1-— 7 
| 1 ti 
ee —= LE D 
T1 x: 


1 — A2 
À 


de sorte que les points : 
, X2, 0, .. (0 


appartiennent tous à ÿ',, et ceci quel que soit le réel x2. En faisant tendre x2 
vers +00, on constate que ÿ:, n’est pas borné, et donc n’est pas un compact 
de R?. 
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e Ce qui précède montre que 7, = Ÿ si et seulement si toutes les valeurs 
propres À; sont négatives ou nulles. 


Solution du Problème 3.2] 1) Soit M un point de P de coordonnées 


(x, y) dans (O, à, j). On a: 


/ zy = 1 
Nc UR RE 
_ zy = 1 
ar? +b+c$ +dx+el+f=0 


soit : 


zy = 1 


! 
(E) MEHOH cit ee (+) 


Notons P (x) la fonction polynomiale figurant dans le premier membre de (x). 
On vient de montrer : 


Un point M appartient à H N H' si et seulement si son abscisse 
x est une racine non nulle de P, et son ordonnée y est égale à 
l'inverse de son abscisse. 


Si HNH' est infini, le polynôme P de degré < 4 admet une infinité de racines 
réelles, et c’est nécessairement le polynôme nul. Dans ce cas : 


a=d=b+f=e=c=0 


et H' admet l'équation xy = 1. On obtient bien H’ = H, et l’on a montré 
l'implication : 

HN H'infini = H'-=H. 
Si H Æ H', la contraposée de l’implication précédente montre que H N H' est 
un ensemble fini, et clairement P n’est pas identiquement nul et de degré < 4. 
Un polynôme non nul de degré au plus 4 admet toujours moins de 4 racines 
dans R, par conséquent H N H' est de cardinal < 4. 


2.a) L'ensemble U; (resp.V;) est une hyperbole de foyers À et B (resp. À 
et C) éventuellement vide ou dégénérée. Etudions U; (le cas V4 étant similaire), 
et pour cela, envisageons quatre cas. 


eSij=0, 
Uo={MEeP/|IMA-MB|=0}={MEeP/MA=MB} 


est la médiatrice de [AB]. 
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eSiJ —p, 


MEU, & |MA-MB|= AB 
MA-MB=AB&MA=MB+BA& BE€E[MA] 


IA ou 
MB-MA=AB& MB=MA+AB& A€[MB] 


& Me(AB)\]JAB| 


donc U, = (AB) \]ABI est une droite privée d’un segment ouvert. 


eSij > p, l’ensemble U; est vide. En effet, s’il contenait un point M, l’on 
aurait : 
IMA-MB|=5j>p=AB 


en contradiction avec l’inégalité triangulaire. 


e Enfin, si 0 < j < p, on sait que Ü; est une hyperbole de foyers À, B 
(voir par exemple la Définition bifocale d’une hyperbole en [2], & 20.2.2). 


2.b) La question 1 montre que deux hyperboles (ou une hyperbole et une 
droite si l’on suppose a = b = c — 0) se coupent en au plus quatre points, sauf 
si elles sont confondues. Les parties U; et V4 sont : 


- soit vides, 

- soit des hyperboles distinctes (car de foyers distincts), 

- soit des ensembles inclus dans des droites distinctes, 
donc ne peuvent pas être confondues. Pour tous j et k, les intersections U;NV4 
seront de cardinal < 4. 

2.c) Pour tout M € E,, les distances MA et MB sont entières, donc il existe 
j € N tel que [MA — MB] = j. Cela s'écrit M € U;. L'ensemble U; que l’on 
vient de trouver n’est pas vide, donc 0 < j < p. Finalement, on a prouvé 
l'implication : 

p 
MeE=MelJu;,, 
j=0 

autrement dit l'inclusion E € Uf_QU;. L’inclusion E € U£_Q V se montre de 
la même façon. On peut maintenant écrire : 


P q 
EC LIÉE a (Üu)-Uunw 
j=0 k=0 5 


L'ensemble E, inclus dans une réunion finie d’ensembles finis, est aussi fini. Le 
cardinal de E est majoré par 4(p +1) (q +1). 
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3) [i) = ü)] Si E n’était pas inclus dans une droite, on pourrait trouver trois 
points À, B et C non alignés de E et appliquer la question 2.c : l’ensemble Æ 
serait fini, ce qui est absurde. L'ensemble à distances entières E est donc inclus 
dans une droite À de vecteur directeur unitaire v. Soit A € E. 


= ET — 
VMEE IxEeR AM=x, 


et puisque AM = [x] € N, on peut affirmer que M appartient à E,-. On a 
prouvé l’inclusion E C E1 +. 


Hi) SN SHECE,e, 


- CET Er Le — 
VMNEE xm,zneZ AM=xmu AN =xnNu 


ANT _ ; 
donc MN = (xx —-xm) u et MN = {xx — xml € N. L'ensemble E est bien 
à distances entières. 
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Chapitre 4 


Exercices du printemps 


4.1 Sur l’orthogonalité 


Commençons par deux petites questions qui ne mangent pas de 
pain, et qu’il est très facile de poser à un candidat à l’oral en 
s’attendant à ce qu’il y ait une (ou des) réponse(s). J'ai concoté 
ces questions et rédigé des réponses à l’occasion d’un exposé que 
j'ai suivi sur l’orthogonalité (une leçon d’oral 1 du CAPES), puis 
je les ai placées dans le volume IT [8], dans la rubrique Incursions 
dans les espaces affines. 


Question 4.1 Qu'est-ce qu’un angle droit ? Comment le définir ? 


Réponse — Pour définir un angle droit au collège, on peut évoquer une 
droite qui partage un angle plat en deux parties égales et faire un dessin au 
tableau, ou parler d’un angle qui mesure 90° au rapporteur. Mais que répondre 
à des questions pressantes d’un jury d’oral qui demanderait d’être plus précis ? 
Voici trois pistes : 


Lycée — On peut utiliser le Théorème de Pythagore, et affirmer que deux 
droites (AB) et (AC) sécantes en À sont orthogonales si et seulement si le 
triangle ABC est rectangle en À. Que répondriez-vous alors si le jury demande 
de lui montrer que cette définition est valide ? Tout simplement que l’on doit 
vérifier que cette définition ne dépend pas des choix des points B et C' sur les 
deux droites données, ce qui est évident. 


Lycée (bis) — On peut aussi répondre que, dans le plan, la notion d’angle 
droit est « vendue » avec celle de droites orthogonales (encore appelées droites 
perpendiculaires puisqu'on est dans un plan), et que cette notion est considérée 
comme acquise à partir du moment où l’on travaille en géométrie euclidienne 


99 
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plane en utilisant une axiomatique de type Euclide-Hilbert (ce que lon fait 
sans le dire depuis la classe de sixième). Ce qui n’est pas faux ! 

Dans la pratique, et dans l’enseignement des mathématiques, la notion de 
perpendicularité de deux droites du plan est supposée acquise depuis la plus 
tendre enfance grâce à de nombreuses activités qui ne posent pas de problèmes 
particuliers. 


Université — On travaille dans un espace vectoriel euclidien (ou affine eu- 
clidien), donc dans un espace muni d’un produit scalaire @. Dans ce cas deux 
droites (affines ou vectorielles) de vecteurs directeurs w et v sont dites or- 

È . Ses à ; 5 
thogonales si et seulement si &{w, v') = 0. En répondant ainsi on doit encore 
: 3 à x ne ir CS .  — 
savoir expliquer pourquoi cette définition a un sens. C’est évident puisque si u 

—> . ep s —?/ 1 = 2 . 
et v’ sont respectivement colinéaires à uw” et v”, alors @(w, v') = 0 équivaut 
A >) 1] 
actu, 0) 0 

2 je . « . . . ce 
Une autre réponse, très proche, consiste à dire que deux droites vectorielles D 

— — — | 

et À sont orthogonales si et seulement si D € At, en sachant bien sûr définir 


2 ; NL FN 
ce que représente l’orthogonal A-- de A. 


Question 4.2 Comment démontrer que les vecteurs w et Ÿ sont orthogonaut 
si et seulement si xx! + yy = 0? 


Réponse — Cette équivalence est vraie lorsque (x,y) et (x',y) sont les 
coordonnées des vecteurs & et v dans une base orthonormale du plan, ce qui 
est sous-entendu dans cette question. Voici deux réponses possibles : 


ÿ RE Ne | 
Lycée — Les vecteurs w = AB et v = AC sont orthogonaux si et seulement 
si le triangle ABC est rectangle en À, ce qui revient à dire que : 


BC? = BA? + AC. 


Il suffit d’introduire les coordonnées des points À, B, C dans un repère ortho- 
normal, de démontrer que AB? = (x4-—-xp)?+(ya—yg) (FIG. 4.1) en utilisant 
le Théorème de Pythagore dans le triangle ABH d’hypoténuse [AB] dont les 
côtés de l’angle droit sont parallèles aux axes du repère, puis de remplacer 
dans BC? = BA? + ACZ. 

Voyons cette preuve en détail. On a AB? = AH? + HB?, et : 


AH = (xp 24) À = AH =|x8 -xA| 
—_— — 
BH = (y —y4) ÿ = BH =|ys — ya 


donc AB? = (xA — xp)? + (ya — yB)? en remplaçant. Cela montre que si : 


-m-(;)- (275) 
y VB — VA 
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FiG. 4.1 - AB? = (x4 — xp)? + (ya — yB)? 


alors || w||? = x? + y?2. Posons : 
! _—— 
res) 
C — YA 


| AIRES — 
é-a6-18-(? ee: + 
YU —Y VC — VB 


et donc les équivalences suivantes : 
uw et  orthogonaux + ABC rectangle en À 
& BC? = BA° + AC? 
& (aa) + (y — y) = (27 +7) + (27 +7?) 
& xx +yy = 0. 
Université — La condition xx/+yy = 0 sera vérifiée si l’on se place dans une 
base orthonormale, par définition même d’une telle base. En effet, si (à, 7) 
. — REA TA . — Viens lue 
est une base orthonormale, si w = xi +yj et si v =x à +y j, alors: 


_— 
u.U 


Ne CR Jen y 
(œi +yj)(x i +y ji) 
1 > IR à 1 > 
= LT L.4 +TLY 1.9 +LYJ.1 +UYY 1.7 
= 2x + yy. 
puisqu’un produit scalaire (noté ici avec un point) est une forme bilinéaire 
; > > — 
symétrique, et que par hypothèse à.i = 3.7 =1et 4.3 —=0. 


4.2 CNS pour que trois droites concourent 


Voilà un joli exercice sur lequel je suis revenu ce mardi 12 mars 
2013. J’y ai perdu du temps. Il s’agit d’un exercice tiré du volume 
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IV de Acquisition des fondamentaux ([9] Question 87) mais avec un 
énoncé différent et une réponse bien différente. Si un tel exercice 
est posé à l'oral, c’est pour tester les réactions du candidat et 
voir comment il tient compte des indications que le jury distille, 
par exemple quand celui-ci rappelle que « dire que trois droites 
sont strictement concourantes revient à dire que deux d’entre elles 
se coupent en un point dont les coordonnées sont solutions de la 
troisième équation », et demande d’exploiter cette information. 


Question 4.3 On considère trois droites D, D’, D" d'équations respectives 
ax + by + c = 0, ax + by + = 0, et a/x + by + c' = 0. On rappelle que 
trois droites sont dites concourantes au sens strict si leur intersection est un 
singleton. 

a) Trouvez une condition nécessaire et suffisante portant sur les coeffi- 
cients a, b, ce, a, b', d', a”, b", d' pour que ces trois droites soient concourantes 
au sens strict. Montrer que cette condition exprime la nullité d’un déterminant 
3 X 3. 

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que trois droites 
soient concourantes ou parallèles. 


Réponse — On considère les trois droites : 
D : ax+by+c=0, 
D': ax+by+c=0 
D": a"x+by+c!=0. 


a) Si ces trois droites sont concourantes au sens strict, deux d’entre elles se 
coupent en un seul point À qui appartient à la troisième. On peut supposer 
que DA D’ = {A} et À € D”, quitte à recommencer de la même façon dans 
les autres cas. Comme DN D'={A},ona: 


a 


b 
a b! F 0 


et le système : 

ax + by + c= 0, 

ax +by+c =0 
est de Cramer. Il possède une solution unique, facile à exprimer grâce aux 
formules de Cramer, que l’on injecte dans la troisième équation pour obtenir : 


—Cc D a —C 
—c D! a —c 
a” + bp"! + I! == 0 1 
a b a b ° (D 
a b! a b! 
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c’est-à-dire : 


b ©«c a C 


4 bi: — bp" 7 + de = 0 (2) 
où encore À = 0, en posant : 
a bb c 
A=|a D c 
a! b'! c! 


On vient de montrer que si les trois droites sont concourantes au sens strict, 
alors l’assertion (A) suivante est vraie : 


Assertion (À) —- On a À = 0 et au moins l’un des déterminants : 
a b a b a! Ù 
a b! a! b! a"! b!! 
n'est pas nul (autrement dit les suites (a, a’, a”) et (b, b',b!”') ne sont 
pas proportionnelles). 


) , 


Réciproquement, si la condition (À) est satisfaite, et si par exemple : 


(e1 


b 
a b! F 0, 


alors À — 0 s'écrit (2) en développant le déterminant suivant la dernière ligne, 
ce qui s’écrit encore (1) en divisant les deux membres de l'égalité. 

L'égalité (1) signifie que le système formé par les trois équations de droites 
admet une solution, donc il existe un point À tel que {A} € DA D'An D". 
Comme par hypothèse D et D’ ne sont pas parallèles, DN D’ est un singleton, 
et nécessairement D N D' AN D" = {AY}. Cela montre que les trois droites sont 
concourantes au sens strict. 

En conclusion, (A) est la condition nécessaire et suffisante recherchée. 


b) Montrons que les droites D, D' et D" sont concourantes ou parallèles si 
et seulement si À = 0. 


(=) Si D, D' et D” sont concourantes au sens strict, la question précédente 
montre que À = 0. Si D, D' et D" sont parallèles, 


a b a b a  b! 
a b! a/! bp" a/! b" 


=:0" (6) 


donc À = 0 en développant suivant la troisième colonne. 


(=) Réciproquement, si À = (0, ou bien (+) a lieu et les trois droites sont 
parallèles, ou bien l’un des trois déterminants intervenant dans (+) n’est pas 
nul, et les trois droites sont strictement concourantes d’après la question à). 
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4.3 Un petit système sympa 


Bab, il faut toujours se souvenir de ses classiques pour répondre 
à cette question bizarre qui pourrait être posée comme un cheveu 
sur la soupe à l’occasion d’un entretien sur la leçon d’oral 1 sur 
les systèmes d'équations. Ce système n’est pas linéaire, donc peut 
faire peur a priori, sauf si l’on sent l’odeur de la bête, et cette bête 
s'appelle... Ah mais non, c’est à vous de le découvrir. Lisez cette 
question en cachant la réponse. 


Question 4.4 Déterminer trois réels ai, a2 et a3 tels que : 
ai + àa2 + a3 = 9 
a1a2 + a2a3 + aza1 = —156 
aia2az = —340. 

Combien ce système possède-t-il de solutions ? 


Réponse — Dans les premiers membres des équations qui forment le sys- 

sr a + a2 + a3 = 9 

(S) a1a2 + a2a3 + a3a1 = —156 

414243 — — 340 

on reconnaît les valeurs des fonctions symétriques élémentaires de a1, a2 et as. 
Autrement dit o1 = a1 + @2+a3, 02 = &1Q2 + a2a3 + aza et 03 = a1a2a3 sont 
connues, et l’on peut affirmer (voir remarque) que les solutions de (S) sont les 
racines du polynôme : 

P(X) = X°-o1X"40X "03 

X$ — 9X? —156X + 340. 

Cherchons une racine évidente de P (X). Si a est une racine entière de P(X), 


alors : 
a — 9a? — 156 — —340 


donc a divise 340. Comme 340 = 2? x 5 x 17, on peut écrire tous les diviseurs 
de 340 et vérifier si l’on obtient une racine de P(X). On trouve par exemple 
P (2) = 0, de sorte que : 


P(X)= X$-—9X? -—156X + 340 = (X —2)(X?+uX +w) 


et que l’on détermine u et v par identification. De : 


u — 2 = —9 
—2v = 340 
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on tire u = —7 et v — —170, et l’on doit chercher les racines de X?2—7X — 170. 
Le discriminant est À = 7? — 4(—170) — 729, d’où 729 = 27 et les racines : 


7+27 Fe 
——— = 4 où 


—10. 


En conclusion P(X) = (X —17)(X +10) (X — 2), et le système (S) admet 
3! — 6 triplets solution, à savoir le triplet (2,—10,17) et toutes les triplets 
obtenus par permutation à partir de celui-ci. 


Remarque — On suppose que l’on connaît les relations entre coefficients 
et racines d’un polynôme : si P(X) = an X"+an_1X"1+...+ a X +ao est un 
polynôme de C [X] de degré n > 1, si a1, …, an désignent les racines de P(X) 
dans € répétées avec leurs ordres de multiplicité, et si pour tout k € {1,...,n} 
on pose 0x = D'cie.cinen Cire Qig AlOTS : 


Vkefl,..,n} og =(-1)" — 


La preuve de ce théorème (à bien savoir et à utiliser dès que l’occasion se 
présente) est donnée dans la Question 486 de [6]. Les fonctions 01, …, on sont 
les fonctions symétriques élémentaires des racines 1, …, an de P(X). Ces 
formules se démontrent par récurrence sur n, et une façon de s’en souvenir 
consiste à se rappeler qu'avec un polynôme du second degré, on à bien : 


(X=a) (Xe le X7 = SX EP 


où $ = a + 3 est la somme des racines, et P = à + 5 leur produit. 


4.4 Critère de définie positivité 


Ce matin, j'ai eu l’idée de revenir poser une question sur le critère 
de définie positivité d’une matrice réelle symétrique. Je complète 
ainsi deux questions de fond déjà placées dans mon livre [8] en 
construction. 


Voici une question simple quand on l’a déjà rencontrée en potassant 
son cours, difficile quand on l’a rencontrée il y a trop longtemps, 
et inextricable si on ne sait rien des formes bilinéaires symétriques, 
et de leurs acolytes, les formes quadratiques ! 

Cette question peut donc être posée pour savoir si le candidat a 
déjà lu et assimilé un cours sur les formes bilinéaires. Elle convient 
sans doute plus pour les prépas agrégation interne que pour le 
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CAPES, mais en est-on bien sûr ? Un jury d’oral de CAPES est 
tout à fait libre de poser les questions qu’il estime devoir avoir été 
étudiées pour obtenir sa licence, et les écrits du CAPES touchent à 
beaucoup de thèmes différents. Cette question a en outre le mérite 
de rapidement dévoiler si l’on sait ce que représente la signature 
d’une forme quadratique. 


Enfin, entraînons-nous et advienne que pourra! 


Question 4.5 Connaissez-vous une CNS pour que la matrice réelle symé- 
trique : 


soit définie positive ? Dans l’affirmative, démontrez-là. 


Réponse — La matrice carrée à coefficients réels : 


= (1 +) 


est dite « définie positive » si la forme quadratique associée, définie par : 


T S HA 
q(æ,y) = (x v)(! :)(5)- ra? + 2s7y + ty” 


est définie positive, autrement dit si sa signature est (2,0). On sait qu’une 
matrice réelle symétrique est diagonalisable dans le groupe orthogonal : il 
existe donc une matrice orthogonale P et une matrice diagonale : 


À 0 
D 0 u ) 
telles que D = P-1 MP = tP MP. Avoir D = P-! MP permet d’affirmer 


que les valeurs propres de D et M sont les mêmes, et que les matrices D et M 
ont même trace et même déterminant. On dispose donc du système : 


Au=rt-s 
Cham 
+u=Tr+t. 


L'égalité D = tPMP signifie que les matrices D et M représentent la même 
forme quadratique q dans deux bases différentes. Comme D est diagonale, la 
signature de q est, par définition, le couple (u,v) où u (resp. v) représente le 
nombre de coefficients strictement positifs (resp. négatifs) dans la diagonale 
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principale de D. Dire que M est définie positive est donc équivalent à dire que 
les valeurs propres À et y sont strictement positives. On vérifie alors que : 


de _ Cut 


a > 0 Tr >0 


de sorte que (2) soit la CNS demandée. On a en effet : 


[(1) = (2)] Si À et u sont strictement positifs, (x) montre que rt > s? > 0 
et r +t > 0, donc que r et t sont de même signe, et de somme strictement 
positive. On en déduit que r > 0 et t > 0. 


[(2) = (1)] Réciproquement, si (2) a lieu, (x) donne Au > 0 et À+y > 0, 
ce qui prouve encore que À et 4 sont de même signe, et de somme strictement 
positive, et entraîne (1). 


Remarque — Cette CNS se généralise dans le cas où M est une matrice 
carrée de taille n quelconque. On montre alors que la matrice réelle symétrique 
M = (ij)1<; jen St définie positive si et seulement si det M4 > 0 pour tout 


kE [ln], où l’on a posé My = (a;),.; 2, (question traitée dans [8]). 


4.5 D'où viennent les formules de Cramer ? 


Question 4.6 On considère un système linéaire AX = B où À = (a) est 
une matrice carrée inversible de taille n, X = ‘(x1,...,x») est l’inconnue et où 
B = t(b1,...,bn) est donné. Montrez que ce système admet une unique solution, 
puis démontrez les formules de Cramer. 


Réponse — Par hypothèse À est inversible, donc il existe une matrice car- 
rée 4’ telle que A4’ = A'A = J (où I désigne la matrice identité de taille n). 
Dans ce cas AX = B équivaut à X — A'B, et nous sommes assuré de l’exis- 
tence et de l’unicité d’une solution de l’équation AX = B. 


Notons À; chacun des vecteurs-colonnes de A, et [A1,.… 


, An] la matrice dont 


les colonnes sont les A;. Avec ces notations, À = [A:,..., A,] et : 
@11 12 °°’ Gin T1 
@21 22 ‘'* An T2 
AX = 
ni An2 ‘' Ann Tn 


= [A1 AIX 
= ZA + TA) +. + TnAn. 
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Si X est solution de AX = B, 


det(B, A2, An) — det(AX, 42,.…., A») 

det(x1A1 + .…. + ZnAn, A2, .…., An) 
x1 det(A1, A2, .…, An) 

— xdet À 


d’où : 
,. — det(B, 42, An) 
bits det À 


En faisant de même avec x; au lieu de +1, on obtient : 


de det(A1, At B, Ads Se A) 


73 det À 


pour tout j € {1,...,n}. Ce sont les formules de Cramer. 


Remarque — Si (A1, 42,.., A,) est bien une suite de vecteurs-colonnes, 
A = [A1,…., A] est une matrice carrée de taille n, et l’on a bien : 


det(A1, 4, SA) = det [A1, .. Ah] = det À 


d’après la définition du déterminant d’une matrice carrée, le déterminant étant 
pris relativement à la base canonique de R”. 


4.5.1 Définition du produit scalaire et du produit vectoriel 


Question 4.7 Rappelez comment on peut définir le produit scalaire dans le 
plan en utilisant le cosinus d’un angle, puis démontrez la symétrie et la bili- 
néarité du produit scalaire en utilisant cette définition. 


Réponse — e Voici une définition du produit scalaire dans le plan qui utilise 
le cosinus d’un angle : 


Définition — Le produit scalaire de deux vecteurs & par v du 
plan est, par définition, le nombre réel noté w.v, égal à 0 si l’un 
des vecteurs w, v est nul; et égal à [| w’|||| v’||cos (w, v') dans le 
cas contraire. 


Dans cette définition on suppose bien entendu que l’on dispose de la notion 
d'angle orienté de vecteurs et de celle de cosinus d’un angle, deux notions 
introduites dans les classes de premières des années 2010 en utilisant l’enrou- 
lement d’une droite autour d’un cercle trigonométrique. Nous ne créerons pas 
de difficultés ici à ce sujet. 
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Die — — — — : 
e Preuve de la symétrie — Comme cos (w, v') = cos (v', w') (le cosinus est 
une fonction paire) on a évidemment w.v = |u|}v|cos(u, v) = v.u 

— —> se ue > —> : : 
pour tous vecteurs non nuls w et v, et l'égalité u.v = est triviale si 


— — 
l’un des vecteurs w ou v est nul. 


e Preuve de la bilinéarité — On va utiliser la définition ci-dessus pour dé- 
— — — 
montrer que, pour tous vecteurs w, v, w du plan : 


— — 

Posons à — w/|[w|| et introduisons le vecteur unitaire j directement ortho- 
— — — 

gonal à à (c’est-à-dire tel que ( à, j ) soit une base orthonormale directe du 

plan). Par définition des fonctions cosinus et sinus : 


T+m=||7+@||(cos(7,7 +) +sin(v,v+#)j) (1 
D =||T||(cos(#, 7) 7 +sin(w,v)7) (2) 
& =||@l| (cos(#, &) 1 +sin(w,w) 7) (3) 


En additionnant les équations (2) et (3) on obtient une décomposition de la 

— — RAR ; ; : 
somme v + w dans la base (à, j) que l’on compare avec la décomposi- 
tion donnée en (1). Comme les coordonnées d’un vecteur dans une base sont 
uniques, on déduit que : 


[Fu + w]||cos(w, v + w) =||v||cos(w, v)+||[w|| cos( vw", w). 


Il suffit de multiplier les deux membres par || w|| pour obtenir : 


[al + ll cos(&, v' +) = || TI cos(e, #7) +11 ol cos(u, w) 


c’est-à-dire w.(v + &) = w.v + w.w en utilisant la définition du produit 
scalaire. 


Remarque — La preuve que l’on vient de donner de la bilinéarité du pro- 
duit scalaire ne se généralise pas au cas d’un espace de dimension > 3 car les 
— — — : 2 : ) 
vecteurs w, v et w ne seraient alors | pas forcément coplanaires, et l’on ne 
pourrait plus faire intervenir la base (4, 7). 


Question 4.8 Proposez une définition du produit vectoriel qui fasse interve- 
nir le sinus d’un angle. Expliquer pourquoi cette définition a un sens, puis 
démontrer l’antisymétrie et la bilinéarité du produit vectoriel en utilisant cette 
définition. [Ind. : w fixé, on pourra écrire l'application Ÿ + À À Ÿ comme 
la composée de trois endomorphismes.] 
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— 

Réponse — e On se place dans un espace vectoriel euclidien orienté E de 

dimension 3. Voici une définition du produit vectoriel qui fait intervenir la 
fonction sinus (d’autres définitions sont données à la Question ??) : 


Définition — Le produit vectoriel de deux vecteurs & et v est 
2 > —> 2 . . L 
un vecteur, noté w À v défini ainsi : 
- si w et v sont colinéaires, on pose w À v = 0. 
- sinon, on pose “Av —={||w||||v|||sin(u,v)|k où k désigne 
le vecteur unitaire k directement orthogonal au couple de vecteurs 
(&, v) (autrement dit orthogonal au plan Vect (w, v) et tel que 
la base (w, v, k) soit directe). 


2 DE — — stone 
e Cette définition a un sens car, lorsque w et v ne sont pas colinéaires : 


- le signe du sinus de l’angle (w, v) dépend de l'orientation du plan vectoriel 
engendré par w et v, mais la valeur absolue de ce sinus reste la même quelle 
que soit cette orientation, 


— 

- il existe un unique vecteur k unitaire et directement orthogonal au couple 

(&, v) : la direction de k est perpendiculaire au plan Vect (w, v’), son sens 
est donné par la règle des trois doigts, et sa norme est 1. 


à D ernes Ë — — RE 
e Preuve de l’antisymétrie — Si les vecteurs w et v sont colinéaires, on à 
évidemment &w À v =—v A uw —= 0. Sinon: 


> v) 
w) 


— 
ue lIIsn Cu, v)1K, 

: > 
ul TIsin(v,w)1k?, 


: y pins : — — 
où k et k’' sont des vecteurs unitaires orthogonaux à Vect (w, v') 
— — 

(a, v,k)et (v,w, k') soient des bases directes. Si (w', v, k) est directe, 
Se SRE Rire ; KT IDE 

(v',w,k) est indirecte donc (v', “ ,—k) est directe, et donc k° = —k. 
: & > —\ « _ — : 5 5 . 

Comme par ailleurs sin (v, w) = —sin(w, v’) quelle que soit l'orientation du 


plan Vect (w, v), on peut écrire : 


tels que 


— ||" 1 (> 
u [Fu l}{f el Tsin Cv 
alle sn (Ce 


— — 
v À , U 
— 
v 


) 
— 


_% ATV. 

e Preuve de la bilinéarité — On doit montrer que pour tout vecteur w fixé, 
l'application f : v + w À v est linéaire. Cela prouvera la linéarité à droite, 
et il ne resterait qu’à montrer de la même façon la linéarité à gauche (sauf si 
l’on préfère la déduire de la linéarité à droite en utilisant l’antisymétrie déjà 
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FiG. 4.2 - Obtenir w À v à partir de v 


— 

prouvée). Si w = 0, la linéarité de f est évidente car il s’agit de l’application 
RS — 

nulle. Supposons donc w # 0. 

Sur la FIG. 4.2, on constate que [| w||||v|||sin (w, w)| est le produit de || w|| 

par la norme du projeté p (vw) de v sur le plan P> orthogonal à #, ce qui nous 

incite à écrire f comme la composée de trois applications linéaires, et conclure 

que f est elle-même linéaire. Tout revient donc à démontrer le résultat suivant : 


LS CR : je 
Lemme — Si x € E\{0}et si P> désigne le plan orthogonal 
à w, orienté par %, alors f = hor op est la composée de : 
- la projection orthogonale p sur P>, 
- la rotation r d’axe Rw et d’angle +#/2, 
- l'homothétie À de rapport [| w||. 


Preuve du Lemme — Si le vecteur v est colinéaire à w, on a évidemment 


f(T) = horop(v) = 0 = & A v. Supposons maintenant que le système 


(&, v) soit libre. Par hypothèse (&,v, K ) est une base directe. Dans le plan 
Vect (w, v) orienté par K , posons (w, v) = (2x). Alors : 
p(o)1 = 11 v1] 1 sin 4] 
donc : 
Co = [elle list = [fu Av]. 


— PT ET À x 
Les vecteurs f(v) et v' sont donc de même norme et orthogonaux à 


Vect (w,v). Pour  . qu'ils sont égaux, il reste seulement à montrer qu'ils 

ont même sens, autrement dit que la base (w, v’, f(w)) est directe comme le 
_ TN Te PR ET 

sont les bases (w, v vet(w,v,k). 
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— — 
u, v 


= 


sont toujours 
XÙ + p(v), 
)) vers la base 


On note que les bases (w°, v) et (w’,p(v)) du plan Vect ( 
de même orientation. Il existe en effet un réel À tel que 
et le déterminant de la matrice de passage de la base (w, p( 
(&, v) est : 


— 
v 


©] 


det PS 7), - | L i]-1%0 


donc toujours positif. 


Ainsi (w,v,f(v))et (w,p(v), f(v)) ont même orientation. Si l’on note + 
la relation « avoir même orientation que », on obtient : 


Qu, v,f(v)) = (u,p(v), (0) 
ve (w,p(v),hor(p(v))) 
ve (w,p(v)r(p(v))) 


puisque h est une homothétie de rapport positif. La base (w,p(v'),r(p(T))) 
est directe car r est la rotation d’axe Rw et d'angle +x/2 dans P> orienté 
par %, par conséquent la base (w, v, f(v')) est aussi directe, et cela achève 


la preuve du Lemme. 


Chapitre 5 


Systèmes d’équations, 
d’inéquations 


Voici quelques réflexions au sujet de la leçon d’oral 1 du CAPES 
sur les systèmes d'équations et d’inéquations. J’ai pu assister à un 
exposé, et j'en ai profité pour chercher des questions que l’on pour- 
rait poser. J’ai aussi voulu partager avec vous des commentaires 
écrits sur cette simulation du 10 avril 2013, en deuxième partie. 


5.1 Questions 


5.1.1 Questions A 


Question 5.1 Quelle erreur doit-on éviter à tout prix quand on résout un 
système linéaire ? (resp. un système d'équations ?) 


Réponse — Il faut prendre garde de ne pas oublier la réciproque. Par 
exemple, quand on résout un système linéaire par substitution ou combinai- 
sons linéaires, on travaille avec des n-uplets (x, y,z,...) qui sont supposés être 
des solutions, et que l’on imagine exister, bien qu’on n’en sache rien. On déduit 
alors logiquement que ces solutions ne peuvent être que d’une certaine forme, 
autrement dit qu’elles ne peuvent appartenir qu’à un certain ensemble € que 
l’on explicite. 

Cela ne signifie pas que l’ensemble $ des solutions cherchées est égal à €, mais 
seulement que l’on a l’inclusion $ C €. Il ne faut pas oublier de vérifier que, 
réciproquement, tout n-uplet (x,y,z,...) de € appartient bien dans &. 


La vérification est souvent facile, mais doit être au moins mentionnée dans 
sa rédaction pour éviter d’être sanctionné pour erreur grave de raisonnement. 
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Cette vérification peut être oubliée si on procède en conservant des équiva- 
lences, comme dans la méthode du pivot de Gauss. 


Conserver des équivalences ou ne pas oublier la réciproque reste bien entendu 
primordial quand on résout un système d'équations quelconques, pas forcément 
linéaires. 


Question 5.2 Quelle est l'intérêt de la méthode de Gauss de résolution d’un 
système linéaire ? 


Réponse — La méthode de Gauss permet de trouver les solutions d’un sys- 
tème linéaire en conservant des équivalences, donc sans avoir à se préoccuper 
de la réciproque. Elle permet aussi d'écrire un algorithme de résolution d’un 
système linéaire. 


Question 5.3 {Oral du CAPES interne 2006) Quelle définition d’un système 
feriez-vous écrire dans le cahier de vos élèves de troisième ? 


Réponse — Un système d’équation est la donnée de plusieurs équations qui 
doivent être vérifiées simultanément. Une solution d’un système d’équation 
dont les inconnues sont x et y est constituée par une valeur de x et une valeur 
de y qui vérifient chacune des équations du système. 

Bien sûr, en troisième on n’étudie que des systèmes de deux équations du pre- 
mier degré à deux inconnues, de sorte que l’on puisse restreindre la définition 
que l’on vient de donner à ce type d’équation. 


Question 5.4 (Oral du CAPES interne 2006) Comment répondriez-vous à 
un élève s’il vous demande combien de solutions possède un système (autre 
que graphiquement) ? 


Réponse — Je répondrais qu’il peut y en avoir une seule, ou bien aucune, 
ou bien une infinité, et je donnerais des exemples simples pour illustrer ces 
affirmations. 


Question 5.5 {Oral du CAPES interne 2006) Quelle est l’importance de la 
vérification en troisième ? Est-elle aussi importante qu’à un niveau supérieur 
et pourquoi ? 


Réponse — D'un côté la vérification est essentielle en troisième puisque, dans 
la pratique, on procède sans jamais vérifier que l’on écrit des équivalences. Ne 
pas effectuer de vérification finale serait une faute grave comme on l’a dit à la 
Question 5.1. 
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D'un autre côté, on peut se satisfaire que l’élève se contente d’obtenir un 
résultat, en estimant qu'il n’est pas suffisamment mûr pour comprendre la 
nécessité d’une réciproque. En tout cas, il semble que cette seconde réponse 
soit implicitement contenue dans les programmes de troisième de 2012-13 qui 
stipulent qu’à ce niveau les systèmes de deux équations du premier degré à 
deux inconnues admettront toujours une unique solution, et que résoudre un 
(tel) système revient toujours à trouver un seul couple solution [11] (FIG. 5.1). 


EE 


2.4. Équations et inéquations du | - Mettre en équation un problème. La notion d'équation ne fait pas partie du socle 

premier degré - Résoudre une inéquation du premier degré à une | commun. Néanmoins. les élèves peuvent être 
inconnue à coefficients numériques : représenter ses | amenés à résoudre des problèmes du premier degré 

Problèmes du premier degré : solutions sur une droite graduée. {méthode arithmétique, méthode par essais 

inéquation du premier degré à successifs, ….). 

une inconnue, système de deux - Résoudre algébriquement un svstème de deux 

équations à deux inconnues équations du premier degré à deux inconnues 


admettant une solution et une seule ; en donner une 
interprétation graphique 


Problèmes se ramenant au - Résoudre une équation mise sous la forme L'étude du signe d'un produit ou d'un quotient de 
premier degré : équations Alx).B(x) =0, où A(x) et B(x) sont deux expressions | deux expressions du premier degré de la même 
Lproduits du premier degré de la même variable x variable est hors programme 


F1G. 5.1 - Extrait du programme de 3° (année 2012-13) 


Question 5.6 (Oral du CAPES interne 2006) Quelles sont les différentes 
méthodes de résolution d’un système linéaire de deux équations du premier 
degré à deux inconnues ? 


Réponse — On peut résoudre un système linéaire de deux équations à deux 
inconnues par substitution ou par addition. On peut aussi envisager une ré- 
solution graphique, ou encore utiliser les formules de Cramer lorsque le déter- 
minant du système n’est pas nul. 


Question 5.7 Résoudre le système linéaire : 
ax + by = cc 
ax + by = c 
dans le cas général où a, b, c, a, b', € sont des réels donnés, sans utiliser ses 
connaissances sur les équations de droites, les déterminants et les systèmes de 
Cramer. Retrouver ainsi les formules de Cramer. 
Réponse — Pour résoudre le système : 


ax + by = cc 


G 


a'x+by=c 
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on peut déjà supposer que a £ 0, le cas b 0 conduisant aux mêmes conclu- 
sions en raisonnant de la même façon, puis écrire les équivalences (comme dans 
la méthode du pivot de Gauss) : 


ax +by —c es 


! ! 
(b — by = € — Le (ab! — a'b)y = ac — a'c. 
a a 


(S) & 


Il suffit ensuite de discuter : 


e Si ab! — ab 0, le système (S) admet un unique couple solution donné 
par : 


46 = ac 
LE ab! — a/b 
et : 
is) 1 ac — ac b'e — bc’ 
T= —\C— —= = 
4 a ab! — ab ab! — a'b 
On reconnaît les formules de Cramer. Le déterminant du système (S) est : 
A = F : = ab — ab 
de sorte que : 
ue Ltée: 4 à = A le je 
7 A D 1 Al d 
e Si ab! — ab = 0, (S) équivaut à : 
ax + by = c 
0 = ac — ac. 


Dans ce cas, si a'c— ac = 0, alors (5) admet une infinité de solutions, à savoir 
tous les couples (x,y) qui vérifient ax + by = c, c’est-à-dire pour lesquels il 


existe À E R tel que : 
C  b 


Si a c— ac Z 0, alors (S) n’admet pas de solution puisque la dernière équation 
0 = ac — a/c ne sera jamais satisfaite. 


Question 5.8 Quel type de raisonnement fait-on quand on désire démontrer 
à un élève du secondaire que le système : 


9x + 10y = 7 
3t + 6y = 4 


n'admet pas de solution ? Expliquer cela très précisément. 
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Réponse — C’est en raisonnant par l’absurde que l’on pourra démontrer que 
le système : 


5x + 10y = 7 
ONE 
3t + 6y = 4 


n’admet pas de solution. On commence en effet par supposer qu’il existe un 
couple (x,y) de nombres réels qui vérifie (S). La seconde équation s'écrit : 


__4—6y 
3 


et en remplaçant dans la première équation, on obtient : 


4 — 6y 


5 x +10y=7 


soit 20 = 21. C’est absurde, donc notre hypothèse de départ est fausse et l’on 
peut conclure : il est impossible de trouver des réels x et y qui vérifient les 
deux équations de (S). 


Question 5.9 (Oral du CAPES interne 2006) 
a) Résoudre le système : 
x + 5y +2z=12 
2x +2y — 3z =5 


b) Au lycée, quand est-on amené à résoudre des systèmes de ce type ? 


Réponse — On doit résoudre le système : 


(s x + 5y + 2 = 12 
2x + 2y — 33 = 5. 


Première méthode — On a les équivalences suivantes : 


17 1 
z+ 5y+2= 12 z=12—5y—2 Dette 
(s) & & 5 19 & 
—8y — 5z = —19 y=— = 2+— 5) 19 
8 S Pere 


quand on utilise la méthode du pivot de Gauss. Les solutions de (S) sont les 
couples (x,y) = (172/8 + 1/8, —5z/8 + 19/8) lorsque z décrit R. Géométri- 
quement, il s’agit de la droite passant par le point (1/8,19/8) et de vecteur 
directeur (17/8, —5/8). 
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Deuxième méthode — Le déterminant de la matrice formée par les coeff- 

cients de x et y est : 

1 5 

À — = —8. 

2° 2 
Il n’est pas nul, donc les inconnues x et y peuvent être choisies comme incon- 
nues principales. On résout le système de Cramer suivant où z est considéré 
comme un paramètre : 


z+5y=12-2 
2x + 2y = 5 + 3z. 


Les formules de Cramer donnent : 


a ne lee 
rAlGyg 217 8 7Ts8 A 


b) Au lycée, on est amené à résoudre des systèmes linéaires à deux incon- 
nues et deux équations dès que l’on cherche l'intersection de deux plans dans 
l’espace, ou dès que l’on veut déterminer les vecteurs orthogonaux à un plan. 


Question 5.10 [10] Déterminer trois réels ai, a2 et az tels que : 


ai + a2 + a3 = 9 
a1a2 + a2a3 + aza1 = —156 


414243 — — 340. 


Combien ce système possède-t-il de solutions ? 


Question 5.11 /7] Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Donner 
une définition du déterminant de n vecteurs de E dans une base de FE. 


Question 5.12 /7] Soit E un espace vectoriel de dimension 3 sur R. Soit À 
l’espace vectoriel des formes 3-linéaires alternées sur E. Montrer que dim À = 
1. Rappeler la définition du déterminant d’un triplet de vecteurs de E dans 
une base B = Gi 3.) de E. 


Question 5.13 /7] On considère un système linéaire AX = B où À = (a;;j) 
est une matrice carrée inversible de taille n, X = t(x1,.….,æn) est l’inconnue 
et où B = ‘(b1,...,bn) est donné. Montrez que ce système admet une unique 
solution, puis démontrez les formules de Cramer. 
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5.1.2 Questions B 


Question 5.14 À l'oral du CAPES interne 2004, un candidat propose l’ac- 
tivité suivante pour une classe de troisième : « Une basse-cour n’abrite que 
des lapins et des oîïes, au total 27 animaux et 90 pattes. Quel est le nombre de 
lapins et d’oies ? ». On trouve x = 18 et y = 9. 

a) Si un élève dit : « Sachant qu'un lapin a deux fois plus de pattes qu’une 
oîe, je partage le nombre d'animaux en 3 et je trouve 18 lapins et 9 oïes », 
que lui répondrez-vous ? 

b) Comment démontrer que l'élève a tort ? 


Réponse — Dans cet oral relaté en [3] 8.16.2.3, le candidat n’a pas su ré- 
pondre et explique : « L'élève trouve le bon résultat mais je n’arrive pas à 
comprendre pourquoi cela marche ici. Est-ce un énorme coup de chance ? ». 


a) Le raisonnement de l'élève est faux même s’il tombe par hasard sur la 
bonne solution. En disant qu’il partage le nombre d'animaux en 3 pour obtenir 
3 X 9 — 27 animaux, puis en prenant deux fois plus de lapins que d’oies, 
soit 2 x 9 — 18 lapins contre 9 oies, il suppose implicitement que le nombre 
d'animaux est proportionnel au nombre de pattes de ces animaux, comme si 
une basse-cour contiendrait toujours deux fois plus de lapins que de poules! 
C’est absurde. Le vrai système à résoudre est : 


x +y = 27 
4x + 2y = 90 


où x représente le nombre de lapins et y le nombre d’oies. Il n’y a aucune 
raison de rajouter la condition x = 2y. 


b) Pour démontrer que le raisonnement de l’élève est faux, il faut donner un 
contre-exemple où son raisonnement ne fonctionne pas. On peut par exemple 
imaginer que la basse-cour abrite 3 lapins et 10 oies, écrire : 


3 + 10 = 13 
4Ax3+2 x 10 = 32 


puis constater que le système que l’on doit résoudre dans ce cas est : 


x +y=13 
4x + 2y = 32. 


Le raisonnement de l’élève revient maintenant à diviser 13 en 3 parties égales, 
puis dire qu’il existe 2 x 13/3 + 8,7 lapins, ce qui est absurde. 
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Question 5.15 //9] Q87} Dans le plan affine, on considère trois droites D; 
(1 <i < 3) d'équations ax + bjy + cj = 0. Montrer que ces droites sont 
concourantes ou parallèles si et seulement si : 


ai 1 
a2 bo C2 = 0 
az Db3 C3 


Question 5.16 /10] On considère trois droites D, D', D" d'équations respec- 
tives ax + by + ce = 0, ax + by + € = 0, et a”x + by + c' = 0. On rappelle 
que trois droites sont dites concourantes au sens strict si leur intersection est 
un singleton. 


a) Trouvez une condition nécessaire et suffisante portant sur les coeffi- 
cients a, b, ce, a’, b!, d, a”, b'', c' pour que ces trois droites soient concourantes 
au sens strict. Montrer que cette condition exprime la nullité d’un déterminant 
3 X 3. 


b) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que trois droites 
soient concourantes ou parallèles. 


5.1.3 Questions C 


Question 5.17 /7] Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’une 
base e — (e1,.…,en). Soit u un endomorphisme de E. Montrer que pour tout 
(t1,.…., Zn) € E* on a dete(u(x1), …,u(tzn)) = detu x dete(x1,…, Zn). 


5.2 Simulation du 10 avril 2013 


Voici quelques remarques qui me sont venues à l’esprit après avoir écouté une 
simulation sur la leçon sur les systèmes d'équations et d’inéquations le 10 avril 
2013. Cela permettra de prendre conscience de certains écueils. 


Le plan proposé par la candidate est bon : 


Prérequis — Résolution d’une équation du premier degré à une inconnue. 


Plan — 
I. Systèmes de deux équations [linéaires] à deux inconnues 
1. Equations à deux inconnues (définition d’un couple solution) 
2. Méthodes de résolution d’un système d'équations à deux inconnues 
3. Exemple 
IT. Systèmes d'équations linéaires 3 x 3, méthode du pivot de Gauss 
III. Systèmes d’inéquations, exemples 
IV. Introduction à la programmation linéaire, exercices 
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Une remarque cependant : on n’a pas proposé suffisamment d'exemples de 
résolution de systèmes linéaires 2 x 2 de façon à couvrir les trois cas possibles. 
Mais ce n’est pas grave puisque l’entretien a montré ensuite que la candidate 
savait qu’un tel système pouvait avoir : 


- une seule solution (système de Cramer : on va s’empresser de lui poser la 
question de montrer les formules de Cramer, voir la Question 5.7 dans le cas 
2 x 2, et la Question 5.13 dans le cas général) : 


- aucune solution ; 


- ou encore une infinité de solutions. 


5.2.1 Montrer les équivalences dans le pivot de Gauss 


La candidate expose la méthode de Gauss sur un exemple. Tout est correct. 
Pendant l'entretien, je lui pose la question suivante : 


Question — Comment montrez-vous les équivalences entre les sys- 
tèmes linéaires que vous avez écrits ? 


La candidate est surprise (il ne faudrait pas : voilà une question facile à poser 
sur laquelle on est tenu d’avoir une réponse claire et précise, être surpris revient 
à montrer qu’on ne s’est pas vraiment posé la question au moins une fois dans 
sa scolarité) puis explique que dans un sens c’est évident : à partir d’un système 
on peut en déduire un autre en faisant des combinaisons linéaires de lignes 
(bonne réponse). Réciproquement, elle hésite et finir par rafistoler quelque 
chose qui convient à son système. Je lui pose alors une seconde question : 


Question — À partir d’un système, est-on certain d’écrire un sys- 
tème équivalent si l’on remplace une des lignes par une combinaison 
linéaire de toutes les lignes ? 


La candidate répond oui. Je peux répliquer que c’est pourtant faux... Pour 
conserver l’équivalence il faut prendre garde de remplacer une ligne {x par une 
combinaison linéaire @1l1 +... + a,l, des lignes où le coefficient az de {4 n’est 
pas nul, sinon on perd tout ce que contient l’information donnée dans /4. 


Entre nous, il y a un moyen simple de répondre qu’on conserve les équivalences 
quand on utilise la méthode de Gauss. Dans le cas d’un système 3 x 3, on peut 
écrire que l’on à toujours : 


li = 0 li =0 
lo = 0 ee lo — ali = 0 
l3 = 0 l3 — bl1 = 0 
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quels que soient les réels a et b, et l’expliquer à l’oral en partant du système 
de gauche pour aboutir au système de droite, puis en recommençant dans 
l’autre sens. Faites-le en formulant vos phrases complètement : c’est un bon 
entraînement et il faudra passer par là si cette question vous est vraiment 
posée à l'oral le jour J. C’est en s’entraînant à expliquer à haute voix son 
raisonnement que l’on aura plus de facilité pour répondre de façon structurée 
au jury le jour du concours. 


L’équivalence apparaît alors vraiment comme évidente et très facile à expli- 
quer ! Et cela peut être expliqué à un élève. 


Le jury pourra d’ailleurs poser la question de manière différente en mettant 
l’accent sur la transmission du savoir aux élèves, par exemple en disant : 


Question — Vous dites que les divers systèmes écrits lorsqu'on 
applique la méthode de Gauss, sont équivalents. Que répondriez- 
vous à un élève qui vous demanderait pourquoi ? 


La réponse est la même. 


5.2.2 Une droite partage le plan en deux demi-plans 


Dans la partie TITI de sa leçon, la candidate explique comment la droite d’équa- 
tion 3x — 2y — 1 permet de tracer la partie du plan formée des points de 
coordonnées (x,y) tels que 3x — 2y — 1 > 0, puis propose le résultat suivant : 


Théorème — Soit D une droite d’équation ax + by +c = 0. Cette 
droite partage le plan en deux demi-plans P; et P: tels que : 


Pi = {M (x,y) / ax + by +c> 0} 
P2 = {M (x,y) /ax +by+c< 0}. 


Pendant l'entretien qui a suivi l’exposé, j'ai posé quelques questions sur ce 
résultat, m’attendant à obtenir des précisions. 


Vu l’étonnement de la candidate et l’absence de réponses, j’ai fini par seulement 
nous donner une droite D par son équation, disons 2x — 5y + 7 = 0, puis 
demander d’énoncer une CNS pour que ax + by + c = 0 soit une équation 
de D. La candidate a encore été prise de court par cette question classique, et 
il à fallu la guider pour finalement arriver à la conclusion. 


Moralité : ce n’est pas parce qu’on expose une leçon sur les systèmes 
d’inéquation qu’il faut oublier ce que l’on sait sur les droites du 
plan. 


Pour l’entraînement, voici quelques questions que j’ai bien envie de poser au 
sujet du Théorème précédent : 
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1. Montrez que P, est un demi-plan. 

2. Pourquoi ce nom « demi-plan » ? 

3. Qu'est-ce qu’un demi-plan ? 

4. Etes-vous certaine que la partie P, ne dépende que de la droite D? (Il 
faut expliquer pourquoi changer d’équation de D ou même changer de repère 
pour exprimer une équation de D, n’influe pas sur les parties Pi et P2. En [9], 
Question 55, on montre l’indépendance de la définition avec l’équation utilisée 
dans un repère fixé. Pour démontrer l’indépendance avec le repère, on peut 


simplement penser au régionnement du plan par la médiatrice d’un segment, 
voir [9], Question 398.) 

5. Peut-on caractériser un demi-plan autrement qu’en donnant une inéqua- 
tion du type ax + by + c > 0? (Penser encore au régionnement du plan par la 
médiatrice d’un segment : [9], Question 398.) 

6. Connaissez-vous quelques propriétés des demi-plans ? (Les propriétés à 
bien connaître, et à utiliser à l’écrit, font l’objet des Questions 56, 57 et 58 
de [9].) 


Finalement cette leçon peut être l’excuse pour poser des questions sur les 
demi-plans et le régionnement du plan associé à la médiatrice d’un segment, 
et demander de démontrer ce que l’on affirmera. 


5.2.3 Optimiser un bénéfice 


La candidate expose un exercice d'optimisation proposé dans un manuel du 
secondaire. Une société emploie des menuisiers qui construisent des buffets et 
des tables, avec un certain nombre de contraintes : la durée de découpe et 
de finition n’est pas la même pour les buffets et les tables, etc. Elle arrive au 
système d’inéquations suivant : 


z>0 

y > 0 
BUS IS 
x + 3y < 39 


(5) 


où x désigne le nombre de buffets et y celui des tables que l’on peut fabriquer 
chaque mois. Puis elle détermine la partie P du plan qui vérifie ces contraintes. 
C’est l’intérieur d’un polygone OABCD. Jusque-là tout est juste et bien fait. 


L'exercice demande ensuite de maximiser les bénéfices. À partir des données 
de l’énoncé, la candidate calcule la fonction B qui à (x,y) associe le bénéfice 
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tiré de la production de x buffets et y tables, et trouve : 
B (x,y) = 200x + 300y. 


Elle explique ensuite que le bénéfice sera maximum quand (x,y) correspond 
au point B. C’est un peu obscur : on entend parler du coefficient 300 de y qui 
est supérieur à 200, puis d’essais sur divers points qui sont à chaque fois des 
sommets du polygone P. 


Evidemment, pendant l’entretien je pose la question de savoir pourquoi le 
maximum de B (x, y) est atteint au point B et pas ailleurs. Là on m'explique 
à nouveau que les autres sommets donnent des résultats moindres. J’insiste 
en faisant remarquer qu’il ne suffit pas de tester la fonction B en chacun des 
sommets du polygone, mais qu’il faudrait le faire sur une infinité de points, 
tous les points de l’intérieur du polygone. Et là, il n’y a pas de réponse. Je 
demande de démontrer convenablement que le maximum est bien atteint là où 
la candidate l’attend. Rien n’est proposé. 


On touche ici à quelque chose de primordiale dans cette leçon : il faut 
savoir expliquer exactement pourquoi B (x, y) devient maximum en un certain 
sommet du polygone des contraintes car le jury demandera de le prouver. Il 
demandera même d’expliquer son raisonnement comme on pourrait le faire 
devant une classe pour expliquer cette méthode. Ce point est à savoir avant 
d’exposer cette leçon à l’oral du CAPES. 


La réponse est graphique, ce qui justifie d’ailleurs la construction du polygone 
des contraintes : s’il ne servait à rien, on ne le dessinerait pas! 


On peut expliquer que l’on trace la droite À d’équation B (x,y) = 0, et que 
les lignes de niveaux de la fonction B sont des droites parallèles à À. En effet, 
si k ER, la ligne de niveau : 


Av = {(x,y) ER°/B(x,y) = k} 


est une droite parallèle à À, et on peut montrer que k est d’autant plus grand 
(en valeur absolue) que Az est éloignée de À (Ind. : utiliser le graphique et 
calculer par exemple l’ordonnée à l’origine des droites Ay). 


Il suffit donc de tracer sur le graphique une droite A} parallèle à À qui coupe P 
et qui est la plus éloignée possible de A. On voit que cette droite passe par B. 


Travaillez bien cette question. Expliquer comment on maximise B sur le po- 
lygone P est essentiel et le jury n’admettra pas que l’on n’ait rien à dire pour 
démontrer ce que l’on a affirmé. 
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